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Modalidad del curso

e Curso divido en 3 grandes médulos tematicos

e Cada clase estara divida en dos partes:
15 min intro/exos + 1h15 + 15 min de pausa + 1h15

e Examen escrito al final de la Gltima clase. Duracién 1h
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i De qué trata este curso?

Analysis of Algorithms (AofA) is a
field at the boundary of computer sci-
ence and mathematics. The goal is
to obtain a precise understanding of
the asymptotic, average-case character-
istics of algorithms and data structures.

[]

The area of Analysis of Algorithms is
frequently traced to 27 July 1963, when
Donald E. Knuth wrote “Notes on Open
Addressing”.

Del sitio de la comunidad AofA Wikipedia, CC BY-SA 3.0.
https://www.math.aau.at/AofA/
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Contenido

1. Introduccién al anélisis probabilistico de algoritmos:
— Motivacién, ejemplos clasicos (sorting, hashing, ...)
— Modelos modernos (branch prediction).

2. Introduccién a la Combinatoria analitica:
— Funciones generatrices ordinarias y exponenciales.
— Singularidades, extraccién de coeficientes y Teorema de
Transferencia.
— Aplicaciones algoritmicas.

3. Aplicaciones a la generacién aleatoria de estructuras discretas?:

= Método recursivo.
= Boltzmann samplers.

1Si tiempo.
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1. Introduccion al andlisis de algoritmos
o Algoritmos de sorting
o Tablas de Hash
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Introduccion: analisis de algoritmos

Estudiar tedricamente la performance de un algoritmo:
= independientemente del lenguaje de programacién,
= independientemente del hardware.
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Introduccion: analisis de algoritmos

Estudiar tedricamente la performance de un algoritmo:
= independientemente del lenguaje de programacién,
= independientemente del hardware.

= contar operaciones concretas efectuadas.

En los estudios mas clasicos:
e Se considera solo el peor caso.

e Solo en orden de magnitud cuando el tamano del input n — oo.
Por ejemplo O(n?),0(nlogn), etc.

Consideremos el problema de ordenar un array de n elementos distintos.
Si contamos comparaciones:

1. Mergesort ©(nlogn) en peor caso, Bubble sort y Quicksort ©(n?),

2. pero Quicksort se comporta en O(nlogn) en media (valor esperado !)
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Nociones basicas de probabilidad

La media de una variable aleatoria discreta X es
E[X]= Z k-Pr(X =k),
keZ

cuando la suma converge absolutamente, es decir E[|.X]] < oo.

Recordamos las siguientes propiedades basicas:
» Desigualdad triangular: [E[ X ]| < E[|X]]

» La media es lineal E[aX +bY ] =aE[X ] +bE[Y].

» Para una funcién indicatriz 14 tenemos E[14] = Pr(A).
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Nociones basicas de probabilidad

La media de una variable aleatoria discreta X es
E[X]= Z k-Pr(X =k),
keZ

cuando la suma converge absolutamente, es decir E[|.X]] < oo.

Recordamos las siguientes propiedades basicas:
» Desigualdad triangular: [E[ X ]| < E[|X]]

» La media es lineal E[aX +bY ] =aE[X ] +bE[Y].

» Para una funcién indicatriz 14 tenemos E[14] = Pr(A).

Férmula de la probabilidad total
Sean eventos S1, .59, ... disjuntos con U; S; = Q (todo) :

E[X] = ki Pr(Sy) x E[X|Si].
=1l
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<6| [<6||>6]| [<6| |<6]|>6||=6
<6 =6 >0
5 3 4 2 6 8 7

Quicksort particiona seglin un pivot y luego continua recursivamente.
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Quicksort

Por simplicidad® consideramos que el pivot es elegido deterministicamente:

def partition(arr, low, high):
pivot = arr[high]
i = low

for j in range(low, high):
if arr[j] < pivot:
arr [i], arr[j] = arr[jl, arr[il
i+= 1

arr [i], arr[high] = arr[high], arr[il]
return i

Peor caso: o todos mayores, o todos menores que el pivot:
— Cantidad de comparaciones =1+2+--+(n—-1) = % =0(n?).

— Puede suceder si el array estd ya ordenado !

2Mejor seria un pivot aleatorio, o permutar la entrada para evitar ataques.
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Quicksort: modelo aleatorio

Veamos ahora qué sucede si el array es una permutacioén aleatoria
— cada permutacién 7 de (1,2,...,n) tiene probabilidad p(7) = 1/n!

— equivalente a elegir n nimeros aleatorios del intervalo [0,1]
= argumento de simetria !
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Quicksort: modelo aleatorio

Veamos ahora qué sucede si el array es una permutacioén aleatoria
— cada permutacién 7 de (1,2,...,n) tiene probabilidad p(7) = 1/n!

— equivalente a elegir n nimeros aleatorios del intervalo [0,1]
= argumento de simetria !

Nos interesa la cantidad de comparaciones Cy, () necesarias para ordenar:

- En media E,, =E[C},] = Y cs, Cn(m) x p(7) = nn Yres, Cn(T),
— En distribucién Pr(Cy, > A) = ¥ res,:c (m)>A P(T0)-
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Quicksort: comportamiento en media

Para la media E,, de la cantidad de comparaciones C,, tenemos:
Proposicién

Quicksort satisface E,, =2(n + 1)H,, — 4n, donde H, =1 + % 4k ooo 4 % son
las sumas arménicas.

Entonces E,, ~ 2nlogn donde log es el logaritmo natural (neperiano). 3

3Las sumas harménicas satisfacen H,, ~ [* & =1ogn.
1 =z
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Analisis en media de Quicksort

Con probabilidad 1/n el rango de 7(n) es j, entonces

E, = > E[C,] pivot = j]-Pr(pivot = j), (prob. total)

j=1
1 n
- Z [C,| pivot = 7],
n j=1
1 2 ~ ~

= — X Z E[ijl + Cnfj +n - 1] s (Cj—l Yy Cn—j |ndep)
n j=1
1 n-1

== (Ej+Epo1-j)+n-1. (linealidad esperanza)
n ]:0

En la tercera linea C),_; es el costo de ordenar el array de la parte alta, que
contiene j +1,...,n en el orden inicial. Su distribucién es la misma que C,,_;.

11/ 144



Estudio en media

La media es una buena medida cuando pensamos ejecutar muchas veces
un algoritmo.
Teorema (Ley de los grandes nimeros)

Si X1, Xo,... son independientes e identicamente distribuidas, con
E[|X1]] < o0, entonces con probabilidad 1 :

s

1l
=

lim L
n

X; = E[X1].

(2
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La media es una buena medida cuando pensamos ejecutar muchas veces
un algoritmo.

Teorema (Ley de los grandes nimeros)

Si X1, Xo,... son independientes e identicamente distribuidas, con
E[|X1]] < o0, entonces con probabilidad 1 :

n
lim 1 > Xi =E[X1].

— jy si lo queremos ejecutar solamente una vez?

— jla media refleja la complejidad de una sola ejecucién?
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Estudio en media

La media es una buena medida cuando pensamos ejecutar muchas veces
un algoritmo.

Teorema (Ley de los grandes nimeros)

Si X1, Xo,... son independientes e identicamente distribuidas, con
E[|X1]] < o0, entonces con probabilidad 1 :

n
lim 1 > Xi =E[X1].

— jy si lo queremos ejecutar solamente una vez?

— jla media refleja la complejidad de una sola ejecucién? En general: no.
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Concentracién en probabilidad

Decimos que una secuencia de variables aleatorias X, satisface X, ~ f(n)
en probabilidad sii, para cada ¢ > 0 fijo,

Pr(X, e[(1-¢)f(n),(1+&)f(n)]) 1.

*De hecho se sabe mucho mas al respecto, ver el articulo: C. McDiarmid y R.

Hayward. 1992. Strong concentration for Quicksort. SODA '92.
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Concentracién en probabilidad

Decimos que una secuencia de variables aleatorias X, satisface X, ~ f(n)
en probabilidad sii, para cada ¢ > 0 fijo,

Pr(X, e[(1-¢)f(n),(1+&)f(n)]) 1.

Probaremos més tarde que la cantidad de comparaciones C), en quicksort*
satisface C), ~ 2nlogn en probabilidad.

Proposicién

La cantidad de comparaciones satisface Cy, ~ 2nlogn en probabilidad.

Las funciones generatrices nos ahorraran muchos calculos.

*De hecho se sabe mucho mas al respecto, ver el articulo: C. McDiarmid y R.

Hayward. 1992. Strong concentration for Quicksort. SODA '92.
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Optimalidad en media

Algoritmo basado en comparaciones se representa como arbol binario:

= nodos internos corresponden a comparaciones; rama izquierda False,
rama derecha True.

= hojas corresponden a los posibles output del algoritmo.

[g_c < b?j {j_c < b?} [g_c < a?} cba

[a bc][ac b] [ca b][cba][bac][bca]
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Optimalidad en media y entropia

Hojas son permutaciones = n! hojas.

» Altura del arbol [peor caso] es al menos logy(n!),

» logy(n!) ~nlogyn
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Optimalidad en media y entropia

Hojas son permutaciones = n! hojas.

» Altura del arbol [peor caso] es al menos logy(n!),

» logy(n!) ~nlogyn

Pero esto es también cierto para la media. Sea £, la profundidad de la
hoja , notar que C),(m) = ¢, es la cantidad de comparaciones,

Teorema (Profundidad media de un arbol binario)

Para cualquier distribucién p = (p(7)), sobre las hojas
E[{] = ) xp(7) 2 Ha(p)

donde Ha(p) = - Y. p(m)logy p(7) es la entropia binaria.
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Optimalidad en media y entropia

Hojas son permutaciones = n! hojas.

» Altura del arbol [peor caso] es al menos logy(n!),

» logy(n!) ~nlogyn

Pero esto es también cierto para la media. Sea £, la profundidad de la
hoja , notar que C),(m) = ¢, es la cantidad de comparaciones,

Teorema (Profundidad media de un arbol binario)

Para cualquier distribucién p = (p(7)), sobre las hojas

E[¢] = ) txp(7) > H2(P),

donde Ha(p) = - Y. p(m)logy p(7) es la entropia binaria.

En nuestro caso p(7) = 1/n! para cada permutacién, y E[C),] > log, n!.
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Prueba: entropia es cota inferior

Lema

Para un arbol binario completo Y, hojasTeh =1

Lema

Para todo x > 0, logz < x — 1. La igualdad se verifica sii x = 1.
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Prueba: entropia es cota inferior

Lema

Para un arbol binario completo Y, hojasTeh =1

Lema

Para todo x > 0, logz < x — 1. La igualdad se verifica sii x = 1.

Prueba del Teorema. Combinamos los lemas con las propiedades del
logaritmo, interpretando —¢}, = log 2.
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QuickSort: modelo del input

e En nuestro modelo de quicksort el input 7 es una permutacién uniforme :

Pr(m = (a1,...,a,)) = (n!)™".

17/ 144



QuickSort: modelo del input

e En nuestro modelo de quicksort el input 7 es una permutacién uniforme :
-1
Pr(m = (a1,...,a,)) =(n!)"".

e Corresponde a considerar n ndmeros (flotantes) de [0,1].

17/ 144



QuickSort: modelo del input

e En nuestro modelo de quicksort el input 7 es una permutacién uniforme :
-1
Pr(m = (a1,...,a,)) =(n!)"".
e Corresponde a considerar n ndmeros (flotantes) de [0,1].

e Razonable sin conocimiento a priori del input.

17 /144



QuickSort: modelo del input

e En nuestro modelo de quicksort el input 7 es una permutacién uniforme :
-1
Pr(m = (a1,...,a,)) =(n!)"".
e Corresponde a considerar n ndmeros (flotantes) de [0,1].

e Razonable sin conocimiento a priori del input.

Otros algoritmos (Powersort, Timsort, ...) suponen que el input puede estar
en pedazos:

= input dividido en runs crecientes/decrecientes de longitud aq, ..., a,.

[1,5,7,2,4,9,6,4,4,12,4];
—_——— —— —— ——
a1=3 az=3 a3=3 as=2
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QuickSort: modelo del input

e En nuestro modelo de quicksort el input 7 es una permutacién uniforme :
-1
Pr(m = (a1,...,a,)) =(n!)"".
e Corresponde a considerar n ndmeros (flotantes) de [0,1].

e Razonable sin conocimiento a priori del input.

Otros algoritmos (Powersort, Timsort, ...) suponen que el input puede estar
en pedazos:

= input dividido en runs crecientes/decrecientes de longitud aq, ..., a,.

[1,5,7,2,4,9,6,4,4,12,4]; o quizés [1,5,7,2,4,9,6,4,4,12, 4 ].
— —— — — —_— — = gt
a1=3 az=3 a3=3 as=2 a1=3 az=3 a3z=2 as=2 as=1

= merge(sort) inteligente aprovecha los runs existentes!

La eleccién del modelo probabilista es un paso clave.
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Fusion de dos runs

Run A: 2 5 7

Run B: 1 4 8 9
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Fusion de dos runs

Run A: 5 7

Run B: 4 8 9

lmerge

Resultado: 1 2




Fusion de dos runs

Run A: 5 7

Run B: 8 9

lmerge

Resultado: 1 2 4




Fusion de dos runs

Run A: 7

Run B: 8 9

lmerge

Resultado: 1 2 4 5




Fusion de dos runs

Run A:

Run B: 8 9

lmerge

Resultado: 1 2 4 5 7




Fusion de dos runs

Run A:

Run B: 9

lmerge

Resultado: 1 2 4 5 7 38




Fusion de dos runs

Run A:

Run B:

lmerge

Resultado: 1 2 4 5 7 38 9

Suposicion: la fusién (merge) de dos runs (corridas), de longitud a; y as,
cuesta aq + as.
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Entropia de runs

Teorema

El costo C' de cualquier algoritmo basado en la fusién de runs® satisface
C(r)2n-H(n),

donde H = Hy(ai/n,...,ar/n) = - ¥ % logy % es la entropia de run de .

?Sin contar la deteccién de runs.
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Entropia de runs

Teorema

El costo C' de cualquier algoritmo basado en la fusion de runs® satisface
C(r)>2n-H(n),

donde H = Ha(ai/n,...,a,/n) ==Y % log, * es la entropia de run de .

?Sin contar la deteccién de runs.

Demostracion.

= Estrategia de fusién corresponde a arbol binario = costo C = Y a;¥4;.

a] +ag +as

C=2‘a1+2‘a2+1'a3 19/ 144



Entropia de runs

Teorema

El costo C' de cualquier algoritmo basado en la fusién de runs® satisface
C(r)2n-H(n),

donde H = Hy(ai/n,...,ar/n) = - ¥ % logy % es la entropia de run de .

?Sin contar la deteccién de runs.

Demostracion.
» Estrategia de fusidn corresponde a arbol binario = costo C' =Y a;¥4;.

= Renormalizando obtenemos el resutlado. O]
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Entropia de runs

Teorema

El costo C' de cualquier algoritmo basado en la fusion de runs satisface
C(r)2n-H(n),

donde H = Ha(ai/n,...,ar/n) = ~¥ % logy * es la entropia de run de .

H puede ser mucho menor que log, n.
Proposicién

Tenemos H < log, r donde r es la cantidad de runs.
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Entropia de runs

Teorema

El costo C' de cualquier algoritmo basado en la fusion de runs satisface

C(r)>2n-H(r),

donde H = Ha(ai/n,...,ar/n) = ~¥ % logy * es la entropia de run de .

H puede ser mucho menor que log, n.

Proposicién

Tenemos H < log, r donde r es la cantidad de runs.

= Existen varios algoritmos en tiempo ©(nH + n).
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Entropia de runs

No se pierde mucho trabajando solo con fusiones.

Teorema (Barbay, Navarro,'13)

SeaC=C(ay,...,a,) la clase de las permutaciones con runs de largo
ai,ag,...,a,, cona; >2 parat=1,...,r—1.

Para todo algoritmo A basado en la comparacién de pares de elementos,
existe un elemento w € C que requiere al menos nH — 3n comparaciones.
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Entropia de runs

No se pierde mucho trabajando solo con fusiones.

Teorema (Barbay, Navarro,'13)
SeaC=C(ay,...,a,) la clase de las permutaciones con runs de largo
ai,ag,...,a,, cona; >2 parat=1,...,r—1.

Para todo algoritmo A basado en la comparacién de pares de elementos,
existe un elemento w € C que requiere al menos nH — 3n comparaciones.

Borrador de prueba.
Siempre existe ™ que requiere al menos log, |C| operaciones.

Se necesita una cota [no trivial?] , en este caso 2" }|C| > (a1 ~T~L~¢1r)' O]

*Ver referencias, en particular https://arxiv.org/pdf/1805.08612

21/ 144


https://arxiv.org/pdf/1805.08612

Tim Peters® disefia en 2002 un nuevo algoritmo para Python:

This describes an adaptive, stable, natural mergesort, modestly
called timsort (hey, | earned it <wink>). It has supernatural perfor-
mance on many kinds of partially ordered arrays (less than Ig(N!)
comparisons needed, and as few as N-1), yet as fast as Python's
previous highly tuned samplesort hybrid on random arrays.

In a nutshell, the main routine marches over the array once, left
to right, alternately identifying the next run, then merging it into
the previous runs “intelligently”. Everything else is complication
for speed, and some hard-won measure of memory efficiency.

*https://svn.python.org/projects/python/trunk/Objects/listsort.txt
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TimSort principio e historia

» Leer runs de izquierda a derecha, agregandolas a una pila (stack).

= La pila = Ry, Rs, ... debe satisfacer un invariante:
si el invariante no se cumple, desencadena secuencia de fusiones.

= Merges se realizan entre runs adyacentes (localidad/cache).
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TimSort principio e historia

» Leer runs de izquierda a derecha, agregandolas a una pila (stack).

= La pila = Ry, Rs, ... debe satisfacer un invariante:
si el invariante no se cumple, desencadena secuencia de fusiones.

= Merges se realizan entre runs adyacentes (localidad/cache).

Invariante inspirado por Fibonacci:
Ti+2 > T + 741, Ti+1 > T4,

donde 7; = |R;| son las longitudes.

» Varias condiciones de merge = originalmente con bugs ! ¥
» Algoritmo era usado en Python [ahora PowerSort], usado en Java.

= Ha inspirado muchos algoritmos nuevos, basados en runs.
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TimSort reglas e historia

Sea la pila > Ry, R, ... y las longitudes — ry, 7o, ...

while runs fuera de pila + @ do
tomar primer run (izq. a der.) y agregar a la pila ;
while True do
if 7 >7T3 then

| merge Ry and R3
else if 7 > ry then

‘ merge Ry and Ry;
else if 71 + 75 > r3 then

| merge Ry and Ry;
else if ro +1r3 > ry then

\ merge Ry and Ry;
else

| break
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TimSort reglas e historia

Sea la pila > Ry, R, ... y las longitudes — ry, 7o, ...

while runs fuera de pila + @ do
tomar primer run (izq. a der.) y agregar a la pila ;
while True do
if 7 >7T3 then

| merge Ry and R3
else if 7 > ry then

‘ merge Ry and Ry;
else if 71 + 75 > r3 then

| merge Ry and Ry;
else if ro +1r3 > ry then

\ merge Ry and Ry;
else

| break

— La condicién en rojo no estaba en la versién original. Bug descubierto por de
Gouw et al (2015) cuando trataban de probar formalmente la correccién. ¥

— Existia un segundo bug: el tamafio maximo de la pila en Java. Descubierto por

Auger et al (2018) al realizar el anlisis preciso del algoritmo. ¥¥
24/ 144



Optimalidad en media y entropia

Teorema (Auger, Jugé, Nicaud, Pivoteau '18)
En el peor caso TimSort es 1,5nH + O(n). {
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Optimalidad en media y entropia

Teorema (Auger, Jugé, Nicaud, Pivoteau '18)
En el peor caso TimSort es 1,5nH + O(n). {

TimSort no es 6ptimo

Teorema (Wild,Munro'18)

En el peor caso PowerSort es nH + O(n). {

Una permutacién aleatoria (tipica) tiene muchos runs cortos!
n=20: [11,18,1,5,2,14,20,3,8,15,6,4,16,17,13,10,19,9,7,12].

H=31..., logy20=4,3....
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Probabilidad de run de largo > £

Sea S;: run de longitud > k comienza en i. Notar que Pr(.S;) < 2/k!
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Probabilidad de run de largo > &

Sea S;: run de longitud > k comienza en i. Notar que Pr(S;) < 2/k!

Técnica: Union bound
Pr(AuB) <Pr(A)+Pr(B) (

Por el union bound tenemos:

P(n,k) :=Pr(3run de longitud > k) =Pr(|JS;) <> Pr(S;) < 2n/k!.

Proposicién ‘

P =P(n,k) <2exp(logn - klogk + k).

26 /144



Entropia de corridas de permutacion aleatoria

Utilizando
P =P(n,k) <2exp(logn - klogk + k),
obtenemos que para k > 2lo§ignv P(n,k) — 0. Las runs son cortas !

Proposicién

Con alta probabilidad (es decir p — 1) todas las runs Ay, ..., A, de una

permutacién aleatoria uniforme satisfacen A; < 228"
loglogn
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P =P(n,k) <2exp(logn - klogk + k),
obtenemos que para k > 2lo§ignv P(n,k) — 0. Las runs son cortas !

Proposicién
Con alta probabilidad (es decir p — 1) todas las runs Ay, ..., A, de una

logn
loglogn*

permutacién aleatoria uniforme satisfacen A; < 2

Corolario
Con alta probabilidad, para una permutacién aleatoria uniforme?,
A; .
H>) Silog, (72(1%71)71%1%”) =logon+ O(loglogn), H<logyn.

“La constante del término O en realidad se puede calcular explicitamente y no
depende de la secuencia de conjuntos elegidos, cuya probabilidad tiende a 1.
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Entropia de corridas de permutacion aleatoria

Utilizando
P =P(n,k) <2exp(logn - klogk + k),

logn
loglogn'

obtenemos que para k > 2 P(n,k) — 0. Las runs son cortas !

Proposicién

Con alta probabilidad (es decir p — 1) todas las runs Ay, ..., A, de una
logn
loglogn*

permutacién aleatoria uniforme satisfacen A; < 2

Corolario
Con alta probabilidad, para una permutacién aleatoria uniforme?,
A; .
H>) Silog, (72(1%71)71%1%”) =logon+ O(loglogn), H<logyn.

“La constante del término O en realidad se puede calcular explicitamente y no
depende de la secuencia de conjuntos elegidos, cuya probabilidad tiende a 1.

== Modelo de permutaciones uniformes # modelo de runs largas
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Con alta probabilidad y en media

Probamos que, con probabilidad p — 1,
H =logyn + O(loglogn),

es decir, que esto se cumple para me A, € S, con Pr(4,) - 1.

Pregunta

iQué podemos decir sobre la esperanza E[H] ?
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Probamos que, con probabilidad p — 1,
H =logyn + O(loglogn),

es decir, que esto se cumple para me A, € S, con Pr(4,) - 1.

Pregunta

iQué podemos decir sobre la esperanza E[H] ?

E[#H] = Pr(A,) xE[H|An] + Pr(A;) xE[H| AL ],
>Pr(A,) xE[H]|A,],
=Pr(A,) x (logyn + O(loglogn)) .
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Con alta probabilidad y en media

Probamos que, con probabilidad p — 1,
H =logyn + O(loglogn),

es decir, que esto se cumple para me A, € S, con Pr(4,) - 1.

Pregunta

iQué podemos decir sobre la esperanza E[H] ?

E[#H] = Pr(A,) xE[H|An] + Pr(A;) xE[H| AL ],
>Pr(A,) xE[H]|A,],
=Pr(A,) x (logyn + O(loglogn)) .

Para la cota superior tenemos suerte: H < log,(n) siempre.

Conclusién: E[H] ~ log, n también.

28 / 144



Problema: nimero de runs

def runs(arr): # arr = permutacion
res = []
i, n = 0, len(arr)
while i < n:
jo=i+ 1
if j < n and arr[i] <= arr[j]:
# crectiente
while j < n and arr[j - 1] <= arr[j]:
jo+=1
elif j < n and arr[i] > arr[j]:
# decreciente

while j < n and arr[j - 11 > arr[j]
jo+= 1
else:
# elemento atslado
j=1i+1
res.append(j - i)
i=j

return res
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Problema: nimero de runs

Problema

La cantidad esperada de runs es E[r] ~ cn para una cierta ¢ > 0. (

Veamos la permutacién como una secuencia X1, Xo, ... de nimeros iid de [0, 1].
(a) Probar TUTLS(Xl, ces ,X,‘+]’) < ’/‘UTLS(Xl, P 7Xz) + runs(X”l, ‘e ;Xi+j)-

(b) Probar que e, := E[runs(X;,...,X)] satisface e;4; < e; + e; para todo
i,7 > 0. Concluir que eg/k — ¢ para cierta ¢ > 0.

(c) Mostrar que la constante es positiva ¢ > 0.

®Pista (b). Lema de Fekete...
5Ppista (c). iQué podemos decir si X; < Xji1 y Xis1 > Xit2 ?
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Entropia de corrida: modelo aleatorio

Distribucién de Zipf

Dado a > 1, consideramos

Pr(£=Fk) o< k™¢.

Cuando « < 2, la longitud esperada de £ es infinita.
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Entropia de corrida: modelo aleatorio

Distribucién de Zipf

Dado a > 1, consideramos
Pr(£=Fk) o< k™¢.

Cuando « < 2, la longitud esperada de £ es infinita.

= Valores més irregulares. Ejemplo con « = 3/2

11 2 1 6 8 9 14 3 5
9%3 1 6 32 2 24 1 1 3 1
211 26 2 1 1 9 2 49 4
1 1 1 1 2 48 68 4 189 2

= Usada para modelar frecuencias de palabras en lenguaje natural.
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Entropia de corrida: modelo aleatorio

Distribucién de Zipf

Dado a > 1, consideramos
Pr(£=Fk) o< k™¢.

Cuando « < 2, la longitud esperada de £ es infinita.

= Valores més irregulares. Ejemplo con « = 3/2

11 2 1 6 8 9 14 3 5
9%3 1 6 32 2 24 1 1 3 1
211 26 2 1 1 9 2 49 4
1 1 1 1 2 48 68 4 189 2

= Usada para modelar frecuencias de palabras en lenguaje natural.

iModelo méas razonable? ;jProducir permutacién con longitudes dadas?
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Para aprender mas

[ Nicolas Auger, Vincent Jugé, Cyril Nicaud, y Carine Pivoteau,
On the Worst-Case Complexity of TimSort
https://arxiv.org/pdf/1805.08612

[ Jérémy Barbay y Gonzalo Navarro,
On compressing permutations and adaptive sorting.
http://dx.doi.org/10.1016/j.tcs.2013.10.019

[ Nearly-Optimal Mergesorts: Fast, Practical Sorting Methods That
Optimally Adapt to Existing Runs,
https://doi.org/10.4230/LIPIcs.ESA.2018.63
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Tablas de Hash

Motivacion
Implementar un array asociativo m:
— universo U de claves k € U grande,
— asociar a cada clave k un valor m[k],

— insertar, buscar, borrar...
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Tablas de Hash

Motivacion
Implementar un array asociativo m:
— universo U de claves k € U grande,
— asociar a cada clave k un valor m[k],

— insertar, buscar, borrar...

Las tablas de Hash:

» ldea : utilizar un array A pequefio, de tamafio K < |U|
— considerar una funcién h : U — Z pseudo-aleatoria,
— insertar k en A[i] donde i = h(k)m6édK. [modelo : i es

uniforme]
= Problema : colisiones, dos keys ki y ko con h(k1) = h(ks).
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La paradoja del cumpleanos

Las colisiones estan relacionadas con la famosa paradoja del cumpleaios:

Paradoja del cumpleaios

i Cudl es el nimero minimo de personas requerido para que la probabilidad de
que dos o mas personas tengan el mismo cumpleafios® sea mayor que 1/27.

“solo el dia del afio, no el afio
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La paradoja del cumpleanos

Las colisiones estan relacionadas con la famosa paradoja del cumpleaios:

Paradoja del cumpleaios

i Cudl es el nimero minimo de personas requerido para que la probabilidad de
que dos o mas personas tengan el mismo cumpleafios® sea mayor que 1/27.

“solo el dia del afio, no el afio

Mas en general, jcuantas personas para la primera “colisiéon"?

= Supongamos que tenemos K posibles valores (K = 365),
= y consideramos n elementos (las personas),

= jcudl es la probabilidad de que hayan dos elementos iguales?

Modelo: cada valor tiene probabilidad 1/K, elementos independientes.
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La paradoja del cumpleanos

n-1
pn = Pr(n valores distintos) = [] (1- %).
i=1

Paradoja del Cumpleafios: Probabilidad vs. Fraccién de Personas

° ° °
= By ®

Probabilidad de ningén cumpleafios repetido

°

0.0

Total de personas

La probabilidad de al menos un cumpleafios repetido es ¢, = 1 — py,.
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La paradoja del cumpleanos

Estimemos la probabilidad de n valores distintos: p,, = H?;ll (1 - —),
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La paradoja del cumpleanos

Estimemos la probabilidad de n valores distintos: p,, = H?;ll (1 - 1),

Proposicién

Considerando n ~ /20K con K — oo, p, ~ e ?. ‘
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La paradoja del cumpleanos

Estimemos la probabilidad de n valores distintos: p,, = H?;ll (1 - i),

Proposicién

Considerando n ~ /20K con K — oo, p, ~ e ?.

Demostracion.

Para la prue2ba usamos las desigualdades 1 + x < e, valida para z € R, y
1+ >e** /2 valida para z € [0,1]. O
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La paradoja del cumpleanos

Estimemos la probabilidad de n valores distintos: p,, = H?;ll (1 - ?)7

Proposicién
Considerando n ~ /20K con K — oo, p, ~ e ?.

Demostracion.
Para la prue2ba usamos las desigualdades 1 + x < e, valida para z € R, y
1+ >e** /2 valida para z € [0,1]. O

Primera colisién ocurre (con gran proba.) cuando n es de orden vV K.
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La paradoja del cumpleanos

llustracién de la aproximacién: n ~ /20K, p, ~e™? con 6 =1og2

Probabilidad de ningiin cumpleanos repetido

Paradoja del Cumpleafios: Probabilidad vs. Fraccién de Personas

1.0 4 === 50% de probabilidad
=== n=23(=50%)

V2log2-365 = 22.49

0.8+

0.6

0.4

0.2

0.0

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

Fraccién de personas respecto a 365
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Tablas de Hash

Tablas de Hash requieren un mecanismo de resolucién de colisiones:

= Politica de resolucion de colisiones :
1. [External Hashing] Cada célula A[i] contiene una lista encadenada.

2. [Internal Hashing / Open addressing | Si la célula est4 ya ocupada,
buscar otra en el mismo array.

= Politica de rehashing :

— si tasa de ocupacién® del array A es alta, nuevo array de tamafio mayor,
— necesario re-insertar todo. [paso lento!]

®“Load factor” en inglés.
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Tablas de Hash requieren un mecanismo de resolucién de colisiones:

= Politica de resolucion de colisiones :

1. [External Hashing] Cada célula A[i] contiene una lista encadenada.

0 » 16 y 12
1 9

2

8 » 23 7

2. [Internal Hashing / Open addressing | Si la célula est4 ya ocupada,
buscar otra en el mismo array.

= Politica de rehashing :

— si tasa de ocupacién® del array A es alta, nuevo array de tamafio mayor,
— necesario re-insertar todo. [paso lento!]
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Tablas de Hash

Tablas de Hash requieren un mecanismo de resolucién de colisiones:

= Politica de resolucién de colisiones :
1. [External Hashing] Cada célula A[¢] contiene una lista encadenada.

2. [Internal Hashing / Open addressing | Si la célula esta ya ocupada,
buscar otra en el mismo array.

Celda 0 Celda 1 Celda 2 Celda 3 Celda 4 Celda 5 Celda 6 Celda 7
P N

16 9 10 2 14

[la flecha roja es indicativa]

= Politica de rehashing :

— si tasa de ocupacién® del array A es alta, nuevo array de tamafio mayor,
— necesario re-insertar todo. [paso lento!]

®“Load factor” en inglés.
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Rehashing

Cuando el load factor a = n/K excede un valor dado ~ (p.e., v = 0,85),

considerar un array nuevo con capacidad’ K’ = 2K.
Proposicién

El costo amortizado por insercién es constante.

Concepto: costo amortizado

En lugar de considerar el costo de una sola operaciéon c;, nos interesa el

costo medio de la secuencia total de operaciones %Zz;l Ct.

"Aqui no consideramos que el tamafio puede reducirse.
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External hashing

Cada celda A[i] contiene una lista encadenada

0 16 n 12
1 > 9

2

8 » 23 L
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External hashing

Cada celda A[i] contiene una lista encadenada

0 16 n 12
1 > 9

2

8 » 23 L

Observacién
Cada celda contiene en media o = n/K elementos.
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External hashing

Cada celda A[i] contiene una lista encadenada

0 16 n 12
1 > 9

2

8 » 23 L

Observacién

Cada celda contiene en media o = n/K elementos.

Proposicién (Lookup)

log K
loglog K *

Con alta probabilidad (K — o), ninguna lista tiene longitud mayor que 2
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External hashing

Consideremos solo inserciones. Sea « > 0 la tasa de ocupacién maxima, n/K <.

Proposicién (Lookup)

Con alta probabilidad (K — o), ninguna lista tiene longitud mayor que QIOLS’E) SK'
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External hashing

Consideremos solo inserciones. Sea « > 0 la tasa de ocupacién maxima, n/K <.

Proposicién (Lookup) ’

Con alta probabilidad (K — o), ninguna lista tiene longitud mayor que 2102’1%) gK.

Sketch de demostracion.

Sea X1,.., X, la secuencia de celda elegidas para las n inserciones.
1. Consideramos celda Cy, y sea Cy(n) la lista luego de n inserciones.
2. Probamos Pr(|Cy(n)|>m) < (™)K ™™ por el union-bound.
3. Si consideramos cualquier celda, por el union-bound

P = Pr(3j ¢ |C;(n)| 2 m) < K (”)Km
m
Ahora, tomando m = 2101;1%ng probamos que la cota tiende a 0. O

)
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Internal hashing / Open addressing

Internal hashing: Si la celda estd ya ocupada, buscar otra en el mismo array.
= Internal hashing / Open addressing es mas comin en la actualidad.

= Muchas estrategias para decidir la secuencia (probe sequence).
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Internal hashing: Si la celda estd ya ocupada, buscar otra en el mismo array.
= Internal hashing / Open addressing es mas comin en la actualidad.

= Muchas estrategias para decidir la secuencia (probe sequence).

Probing sequence / secuencia de blsqueda

Para buscar/inserir un elemento :
— Comenzar por ig = h(z) méd K.

— Si posicién ocupada por otra clave, seguir para 41,19, ... etc.
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Internal hashing / Open addressing

Internal hashing: Si la celda estd ya ocupada, buscar otra en el mismo array.
= Internal hashing / Open addressing es mas comin en la actualidad.

= Muchas estrategias para decidir la secuencia (probe sequence).

Probing sequence / secuencia de blsqueda

Para buscar/inserir un elemento :

— Comenzar por ig = h(z) méd K.

— Si posicién ocupada por otra clave, seguir para 41,19, ... etc.
Médulo K,

= Linear probing: iy =ig+ 1, io =41 + 1, ...

» Quadratic probing: i1 =ig+ 1,90 =491+2, ..., {j=4;_1 +],...

= Double hashing: A(z) = hao(x), 91 =g+ A,ia =i1 + A, ...
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Secuencia de blsqueda: modelo

El comportamiento de linear y quadratic probing es complejo:

= Linear probing presenta el llamado primary clustering, pero aprovecha
localidad (memoria cache).
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localidad (memoria cache).

= Quadratic probing se comporta inicialmente en modo similar a linear
probing, pero luego los saltos aumentan en tamaiio.
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Secuencia de blsqueda: modelo

El comportamiento de linear y quadratic probing es complejo:

= Linear probing presenta el llamado primary clustering, pero aprovecha
localidad (memoria cache).

= Quadratic probing se comporta inicialmente en modo similar a linear
probing, pero luego los saltos aumentan en tamaiio.

Modelos simplificados para el analisis:

= Random probing: secuencia de bisqueda de nimeros aleatorios
uniformes (incluso repetidos).

= Uniform probing: secuencia de bisqueda es una permutacién 7 € S

aleatoria.
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Secuencia de blsqueda: modelo

Pardmetros de interés [andlisis sin supresiones]
1. Bisqueda exitosa: buscar un elemento presente.

2. Blsqueda no exitosa: buscar un elemento no presente.
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Secuencia de blsqueda: modelo

Pardmetros de interés [andlisis sin supresiones]
1. Bisqueda exitosa: buscar un elemento presente.

2. Blsqueda no exitosa: buscar un elemento no presente.

First Come First Serve (FCFS)

Los elementos se insertan donde termina su biisqueda no exitosa.

Es decir, los elementos ya insertados no se desplazan

En tiempo: Insercién n-ésima = blsqueda no exitosa con n — 1 elementos
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Random probing: blisqueda no exitosa

Buscar un elemento no presente corresponde a una insercion.

Teorema

El costo medio de una bisqueda no exitosa, cuando hay n elementos, es

1 _n
Un = — o = K"
1-«
Distribucién de probes (alpha = 0.8)
M == Tebrico
00 -+ Empirico
300 =
E H
g
g
3
£ 200 | |
100 —n"
° | | | | |-ﬂ = ==S
0 5 10 15 20 25 30 35 40

No hay concentracién: ley ~ geométrica.

Namero de probes en blsqueda no exitosa
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Random probing: blisqueda exitosa

Teorema
El costo medio de una bisqueda exitosa es

1
S, =11 (

-

)+0(n-1).

46 /144



Random probing: blisqueda exitosa

Teorema
El costo medio de una bisqueda exitosa es

1
S, =11 (

-

)+0(n-1).

Técnica: aproximar sumas con integrales

Si f es positiva, monétona y acotada en [a,b]:

b-N-1

> 1) &= [ @) o).

j=a-N a
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Uniform hashing

En Uniform Hashing las secuencias de blsqueda son permutaciones de Sk
= Eliminar la posibilidad de elementos repetidos no cambia
sustancialmente el resultado.
» Esto es esperado: si la secuencia de biisqueda es < /K no
esperamos repetidos (paradoja del cumpleafios).

47 /144



Uniform hashing

En Uniform Hashing las secuencias de blsqueda son permutaciones de Sk
= Eliminar la posibilidad de elementos repetidos no cambia
sustancialmente el resultado.
» Esto es esperado: si la secuencia de biisqueda es < /K no
esperamos repetidos (paradoja del cumpleafios).

Teorema (Busqueda en Uniform hashing, Peterson '57)

El costo medio de una bisqueda con uniform hashing es

K+1 1

1
= ~ : S, ~11 (—)
K-n+1l 1-« "~ a8 l1-«

Un

47 /144



Linear probing

Linear probing es mas complejo
Teorema (Busqueda en Linear probing, Knuth '63)

1 1
No exitosa ~ % 1+ , Exitosa ~ % (1 + ) .
(1-a)? -«
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Linear probing

Linear probing es mas complejo
Teorema (Busqueda en Linear probing, Knuth '63)

1 1
No exitosa ~ % 1+ ——=1, Exitosa ~ % 1+ ——
(1-a)? -«

Se trata del articulo histérico de Donald. E. Knuth que da origen al area:

NOTES ON “OPEN” ADDRESSING
[MY FIRST ANALYSIS OF AN ALGORITHM, ORIGINALLY

DONE DURING SUMMER 1962 IN MADISON.]

Do~ KnutH 7/22/63

1. Introduction and Definitions. Open addressing is a widely used technique
for keeping “symbol tables.” The method was first used in 1954 by Samuel, Amdahl,
and Boehme in an assembly program for the IBM 701. An extensive discussion
of the method was given by Peterson in 1957 [1], and frequent references have
been made to it ever since (e.g. Schay and Spruth [2], Iverson [3]). However, the
timing characteristics have apparently never been exactly established, and indeed
the author has heard reports of several reputable mathematicians who failed to find
the solutions after some trial. Therefore it is the purpose of this note to indicate
one way by which the solution can be obtained. 48 /144



Comparacion de tiempos de bisqueda segin «

Comparacién: biisqueda no exitosa en funcién de a Comparacién: biisqueda exitosa en funcion de a
w0 551 — Sa~}(1+;)
5, loglr2y)
50
0
a5
40
53 s
3 3§35
s 2
2 30
25
10 20
15
0.60 065 0.70 075 080 085 0.90 0.60 0.65 070 075 0.80 0.85 0.90
@
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Y si hay supresiones

Para borrar:

» Introducir tombstones (marcas especiales) para indicar que la celda
alguna vez fue ocupada,

/—\/—\

16 9 10 %] 11 14

Celda 0 Celda 1 Celda 2 Celda 3 Celda 4 Celda 5 Celda 6 Celda 7

[las flechas rojas son solo indicativas]

» Las tombstones ocupan una celda, y se cuenta para los rehashings.

= Se puede insertar un elemento en un tombstone.
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Para aprender mas

® Donald E. Knuth,
The Art of Computer Programming, Vol. 3: Sorting and Searching.

' Donald E. Knuth
Notes on Open Addressing.
https://jeffe.cs.illinois.edu/teaching/datastructures/2011/notes/
knuth-0ALP.pdf

[ Conrado Martinez, Cyril Nicaud y Pablo Rotondo

Mathematical models to analyze Lua hybrid tables.
Preprint https://arxiv.org/abs/2208.13602
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2. Aplicaciones a la prediccién de saltos
e MinMax: records en permutaciones
e Exponeciacion sesgada
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MinMax: un ejemplo paraddjico

Sean los algoritmos siguientes para encontrar simultidneamente el minimo vy el
méximo de un array T de largo n.

min = max = T[0]; min = max = T[n-1];
for(i = 1; i < n; i++) { for(i = 0; i < n - 1; i += 2) {
if (T[i] < min) if (T[i] < T[i+1]) {
min = T[i]; if (T[i] < min)
if (T[i] > max) min = T[i];
max = T[i]; if (T[i+1] > max)
3 max = T[i+1];
A - " } else {
MinMax “ingenuo if (T[i+1] < min)
min = T[i+1];
2n — 2 comparaciones if (T[i] > max)
max = T[i];

MinMax “optimizado”

3

~ 5T comparaciones 53/ 144



MinMax: resultados practicos para los algoritmos

Considerando T' como una permutacién aleatoria:

—— ingenuo
—— optimizado

IS

tiempo en ms

0 200000 400000 600000 800000 1000000
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MinMax: resultados practicos para los algoritmos

Considerando T' como una permutacién aleatoria:

—— ingenuo
—— optimizado

IS

tiempo en ms

0 200000 400000 600000 800000 1000000
n

iPor qué? jmodelo?
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Optimizaciones de “bajo nivel”

La arquitectura de la computadora incluye varias optimizaciones:
» La jerarquia de memoria (memoria cache),
» Operaciones SIMD (Single Instruction, Multiple Data),

= El pipeline del procesador.
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La arquitectura de la computadora incluye varias optimizaciones:
» La jerarquia de memoria (memoria cache),
» Operaciones SIMD (Single Instruction, Multiple Data),

= El pipeline del procesador.

En nuestro caso no hay SIMD, y acceso a memoria es esencialmente el
mismo en los dos algoritmos:

= nos vamos a concentrar en el pipeline.
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Optimizaciones de “bajo nivel”

La arquitectura de la computadora incluye varias optimizaciones:
» La jerarquia de memoria (memoria cache),
» Operaciones SIMD (Single Instruction, Multiple Data),

= El pipeline del procesador.

En nuestro caso no hay SIMD, y acceso a memoria es esencialmente el
mismo en los dos algoritmos:

= nos vamos a concentrar en el pipeline.

El pipeline del procesador:

= ejecutar una instruccidn requiere fetch, decode, execute, write:
traer instrucciéon de memoria, decodificar, ejecutar, escribir

= en un ciclo de reloj se pueden realizar en paralelo para varias
instrucciones sucesivas, en distintas etapas del pipeline.
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El pipeline del procesador

Clock cycle
3 4 5 6 7 8

=
N

Waiting
instructions

XXXX O -
XXX

[]

HE
o Stage 1: Fetch . . . & & & &
g Stage 2: Decode I:l . . . & & &
é_ Stage 3: Execute & l:l . . . & &
Stage 4: Write-back & & I:l . . . &
[N
Completed D . .
instructions D .
[]

"Fuente: Wikipedia, por en:User:Cburnett, CC BY-SA 3.0,

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=1499754 56/ 144
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El pipeline del procesador

Problema. un if provoca un dilema:
iqué rama (branch) de ejecucién tomar (fetch)?

= error de prediccién provoca pérdida del pipeline (paralelismo)
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El pipeline del procesador

Problema. un if provoca un dilema:
iqué rama (branch) de ejecucién tomar (fetch)?

= error de prediccién provoca pérdida del pipeline (paralelismo)

Branch prediction. disefiar esquemas para predecir el resultado de un if
» Locales (cada if separado), globales, mixtos, ...
= Memoria: jcuanta historia recuerda un predictor?

Not taken

Taken = <= Not taken

Taken
Figura: Predictor 1 Bit
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Esquemas de predicciéon de branching

Por simplicidad consideraremos los siguientes predictores locales:
» Predictor de 1 bit [pagina precedente],
= Predictor de 2 bits saturado

taken taken taken

strongly weakly weakly strongly
not taken not taken taken taken

not taken

taken

not taken

not taken not taken

» Predictor de 3 bits saturado ...

"Fuente: Wikipedia, Afog derivative work: ENORMATOR (talk), CC BY-SA 3.0,

File:Branch_prediction_2bit_saturating_counter-dia.svg
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Records en permutaciones

Errores de prediccion en los dos MinMax relacionados con los records
Definicion

Una posicién k en una permutacién 7 es un record maximo (minimo) sii
m; < T (resp. m; > ) para todo i < k.

15

A A A

13

1

12345678 9101112131415

59 /144



Records en permutaciones

Errores de prediccion en los dos MinMax relacionados con los records
Definicion

Una posicién k en una permutacién m es un record maximo (minimo) sii
T < T (resp. T > TI'k) para i< k.
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Records en permutaciones

Errores de prediccion en los dos MinMax relacionados con los records
Definicion

Una posicién k en una permutacién m es un record maximo (minimo) sii
T < T (resp. T > TI'k) para i< k.

. Y in = =T ;
a) En la linea (3), la condicién es ver-' || 217 = 1aX [ol;

. 2| for(i = 1; i < n; i++) {
dadera sii 7 es un record de minimo. _ if (T[i] < min)
b) En la linea (5), la condicién es ver-4 min = T[i];
dadera sii 7 es un record de méximo.?® if (T[i] > max)
6 max = T[i];

7|}

60 /144



Records en permutaciones

Errores de prediccion en los dos MinMax relacionados con los records

Definicién

Una posicién k en una permutacién m es un record maximo (minimo) sii

T < Tk (resp. T >7['k) para i< k.

, . s 1
a) En la linea (3), la condicién es ver-

dadera sii 7 es un record de m|’nimo.3

b) En la linea (5), la condicién es ver-4

dadera sii ¢ es un record de maximo.?
6

7

Observacion

min = max = T[O0];
for(i = 1; i < n; i++) {
if (T[i] < min)
min = T[i];
if (T[i] > max)
max = T[i];
}

Por simetria basta estudiar records de maximo.
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La cantidad esperada de records

Sea R, (m) la cantidad de records en 1€ S,,, y ey, == E[R,].

Proposicién

S

La cantidad esperada de records es e, = H,, = % + % +...+
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La cantidad esperada de records

Sea R, (m) la cantidad de records en 1€ S,,, y ey, == E[R,].
Proposicién

La cantidad esperada de records es e, = H, = % +=+...+

S

1
2
Demostracién.

Sea Ej ={meS,:j es un record de 7}.

Observar que:
1. Tenemos R,, = Z;-Ll 1, asi e, = Z?:l Pr(E;),
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La cantidad esperada de records

Sea R, (m) la cantidad de records en 1€ S,,, y ey, == E[R,].

Proposicién

La cantidad esperada de records es e, = H, = % + % +...+ %
Demostracion.
Sea Ej ={meS,:j es un record de 7}.
Observar que:
1. Tenemos R, = Z;Ll 1g,, asi e, = Z]n-zl Pr(Ej),
2. Los eventos E; satisfacen Pr(FE;) = % O.
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Branch misses: MinMax ingenuo

Proposicién[Auger,Nicaud,Pivoteau'16]

La cantidad esperada de errores de prediccién en el MinMax ingenuo para
una permutacién aleatoria es asintéticamente:

4logn (predictor 1-bit), 2logn (predictor 2-bit,3-bit,...)
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Branch misses: MinMax optimizado

Proposicién [Auger,Nicaud,Pivoteau'16]

La cantidad esperada de errores de prediccion en el MinMax optimizado es
asintéticamente:

%n +0O(logn),

para los predictores de 1,2, 3, ... bits.

a) Condicién de linea (3), es decir: rfﬂ(l)lrl(: faz_=iT£n;11;1_ i
T[i] < T[i+1], se cumple con prob- = 2) ’{ ’
abilidad 1/2 para un ¢ dado. 5 if (T[i] < TL[i+1]) {

b) El evento T[i] < T[i+ 1] es inde-* if (TH] < min)
pendiente de la historia ° ) s Thils

6 if (T[i+1] > max)

L T[i-2)T[i-1]. 7 max = Tli+1];
0L, Tli- 2}, Tli-1] 8 } else {

9 if (T[i+1] < min)

c) Los otros ifs contribuyen O(logn).
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Branch misses en una sola ejecucién

Probamos E[ R, ] ~ logn, pero jy si ejecutamos el algoritmo una sola vez?

"Para MinMax ingenuo, sabemos que la cantidad de errores de prediccién es O(Ry).
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Branch misses en una sola ejecucién

Probamos E[ R, ] ~ logn, pero jy si ejecutamos el algoritmo una sola vez?
Proposicién

Se cumple que R,, ~logn en probabilidad ‘

"Para MinMax ingenuo, sabemos que la cantidad de errores de prediccién es O(R,,).
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Branch misses en una sola ejecucién

Probamos E[ R, ] ~ logn, pero jy si ejecutamos el algoritmo una sola vez?
Proposicién
Se cumple que R,, ~logn en probabilidad {

Recordamos. Una secuencia de variables aleatorias X, satisface
X, ~ f(n) en probabilidad sii, para cada ¢ > 0 fijo,

Pr(X, € [(1-2) f(n), (1+£)f(n)] ) ~ L.

"Para MinMax ingenuo, sabemos que la cantidad de errores de prediccién es O(R,,).
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Branch misses en una sola ejecucién

Probamos E[ R, ] ~ logn, pero jy si ejecutamos el algoritmo una sola vez?
Proposicién
Se cumple que R,, ~logn en probabilidad {

Recordamos. Una secuencia de variables aleatorias X, satisface
X, ~ f(n) en probabilidad sii, para cada ¢ > 0 fijo,

Pr(X, € [(1-2) f(n), (1+£)f(n)] ) ~ L.

= Tipicamente R,, estd “cerca” de logn.

"Para MinMax ingenuo, sabemos que la cantidad de errores de prediccién es O(R,,).
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Desigualdad de Chebyshev

Proposicién (Concentracién)

Supongamos que E[X?2] ~E[X,]?, y E[X,] = oo, cuando n — oco.

Entonces X,, ~E[X,,] en probabilidad.

Lema (Chebyshev)

Sea X una variable aleatoria, entonces

Var(X)
e

Pr(|X -E[X]|2¢) <
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Concentracidon de la cantidad de records

Demostracion.
Probamos que d,, := E[R2] ~E[R,]* = €2.
Sea Ej = {meSy:j es un record de 7}. Observar que:

1. Los eventos Ej satisfacen Pr(E;) = %
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Concentracidon de la cantidad de records

Demostracion.

Probamos que d,, := E[R2] ~E[R,]* = €2.

Sea Ej = {meSy:j es un record de 7}. Observar que:
1. Los eventos Ej satisfacen Pr(E;) = %

2. Los eventos E; y Ej, son independientes para j # F,
Pr(E; n Ey) = %k = Pr(E;) - Pr(Ey).

667144



Concentracidon de la cantidad de records

Demostracion.
Probamos que d,, := E[R2] ~E[R,]* = €2.
Sea Ej = {meSy:j es un record de 7}. Observar que:
1. Los eventos Ej satisfacen Pr(E;) = %
2. Los eventos E; y Ej, son independientes para j # F,
Pr(E; n Ey) = %k = Pr(E;) - Pr(Ey).
= las indicatrices X = 1, son independientes: para j # k

E[X;X3] = E[X;]E[X4] = 7% -
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Concentracidon de la cantidad de records

Demostracion.
Probamos que d,, := E[R2] ~E[R,]* = €2.
Sea Ej = {meSy:j es un record de 7}. Observar que:
1. Los eventos Ej satisfacen Pr(E;) = %
2. Los eventos E; y Ej, son independientes para j # F,
Pr(E; n Ey) = %k = Pr(E;) - Pr(Ey).
= las indicatrices X = 1, son independientes: para j # k
E[X;Xk] = E[X;]E[X;] =
Usando R, = Z?:l X obtenemos

1
k-

Hj_l
J

E[RZ]=H,+2)
j=2
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Concentracidon de la cantidad de records

Demostracion.
Probamos que d,, := E[R2] ~E[R,]* = €2.
Sea Ej = {meSy:j es un record de 7}. Observar que:
1. Los eventos Ej satisfacen Pr(E;) = %
2. Los eventos E; y Ej, son independientes para j # F,
Pr(E; n Ey) = %k = Pr(E;) - Pr(Ey).
= las indicatrices X = 1, son independientes: para j # k

E[X, X] - B[ JE[Xe] = &
Usando R, = }7_; X; obtenemos
nOH
E[R2] = H,+2) ==,
=2 J
Considerando (logn)? ~ H2 = >i-1 %2 +23 0 H;.‘l O

667144



Concentracién del MinMax optimizado

Sea A; = { branch miss en T[i] < T[i+ 1]}. Observamos que:
» Pr(4;)=1/2,
= A; es independiente de A; para |i —j| > 1.
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Concentracién del MinMax optimizado

Sea A; = { branch miss en T[i] < T[i+ 1]}. Observamos que:
» Pr(4;)=1/2,
= A; es independiente de A; para |i —j| > 1.

Tenemos m ~ 2 variables aleatorias Bernoulli £ — 1 independientes:
2 273

m—1
Cp = Z 14,
=0
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Concentracién del MinMax optimizado

Sea A; = { branch miss en T[i] < T[i+ 1]}. Observamos que:
» Pr(4;)=1/2,
= A; es independiente de A; para |i —j| > 1.

Tenemos m ~ 2 variables aleatorias Bernoulli £ — 1 independientes:
2 272
m—1
Chn i= Z 1,
i=0

Se tiene el Teorema Central del Limite: (C, —m/2)/\/m/4 - N(0,1) en ley.
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Sesgar algoritmos para acelerarlos

Se necesita un compromiso:

= Un if con una condicién que es True con proba. 50 % (e
independiente del pasado) es un problema para el predictor.

= Un if con una condicién que no es 50 — 50 e independiente del pasado
presenta redundancias.
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Sesgar algoritmos para acelerarlos

Se necesita un compromiso:

= Un if con una condicién que es True con proba. 50 % (e
independiente del pasado) es un problema para el predictor.

= Un if con una condicién que no es 50 — 50 e independiente del pasado
presenta redundancias.

Veamos otro ejemplo: la exponenciacién...
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Exponenciacion sesgada

r = 1;
while (n > 0) {
// n es impar

if (n & 1)

r = r * X;
n /= 2;
X = X * X;

Potencia clasica

r = 1;
while (n > 0) {
t = x *x x;

// nl n0 != 0 0
if (n & 3) {

if (n & 1)
r = r * Xx;
if (n & 2)
r =1r % t;
¥
n /= 4;
X =1t x t;

Potencia sesgada
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Exponenciacion sesgada

r = 1;
while (n > 0) {
// n es impar

if (n & 1)

r = r * X;
n /= 2;
X = X * X;

Potencia clasica

r = 1;
while (n > 0) {
t = x *x x;

// nl n0 != 0 0
if (n & 3) {

if (n & 1)
r = r * Xx;
if (n & 2)
r =1r % t;
¥
n /= 4;
X =1t x t;

Potencia sesgada

= En la potencia clésica, a priori cada bit de n es 1/2 - 1/2 independiente.

= En la potencia sesgada, el primer if aumenta la probabilidad de los otros dos!
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Exponenciacion sesgada

r = 1;
while (n > 0) {
// n es impar

if (n & 1)

r = r * X;
n /= 2;
X = X * X;

Potencia clasica

r = 1;
while (n > 0) {
t = x *x x;

// nl n0 != 0 0
if (n & 3) {

if (n & 1)
r = r * Xx;
if (n & 2)
r =1r % t;
¥
n /= 4;
X =1t x t;

Potencia sesgada

= En la potencia clésica, a priori cada bit de n es 1/2 - 1/2 independiente.

= En la potencia sesgada, el primer if aumenta la probabilidad de los otros dos!

= |gual cantidad de multiplicaciones, pero mas ifs | j Quién ganara?
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Anilisis de |la exponenciacidn sesgada

Modelo. Consideramos k > 0y n € [0,22% — 1] aleatorio:
N = N2k-1M2k-2 - - - N1NO

con cada n; independiente y n; ~ Ber(1/2).

Consideramos predictores de 1-bit y 2-bits.
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de Markov, nos interesa contar transiciones asociadas a “branch-miss”
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Anilisis de |la exponenciacidn sesgada

Modelo. Consideramos k > 0y n € [0,22% — 1] aleatorio:

N = Nog-1N2k-2 - --N1NO,
con cada n; independiente y n; ~ Ber(1/2).

Consideramos predictores de 1-bit y 2-bits.

Plan para el analisis. Modelamos estado de predictor como una Cadena
de Markov, nos interesa contar transiciones asociadas a “branch-miss”

1/4

3/4 = e 1/4
3/4

Figura: Predictor 1 Bit para if exterior
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Modelo: cadenas de Markov

» Leemos pares [independientes| (ng;+1,m2;), 1 =0,1,2,...,k—1.
= Seguimos el estado del predictor de cada if.

Resultado : cadenas de Markov.

1/4 :
3/4 -@. = 1/4 2/3 -@ @— 1/3
3/4 :
Figura: Predictor 1 Bit para if exterior Figura: Predictor 1 Bit para ifs interiores

= Para el if exterior, tenemos n&3 # 0 con Pr(Taken) = 3.

= Para los ifs interiores, dado que pasamos el if exterior, tenemos n&1 y n&2
2

con Pr(Taken) = z.

= Branch misses en rojo en las figuras.
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Cadena de Markov y distribucion estacionaria

Un proceso Xy, X1, ... con valores en {s1,...,sk}, el conjunto de

estados, es una Cadena de Markov sii existe una matriz

P e Mg« ([0,1]), fija, que define las probabilidades de transicién
[P]i,j = PI‘(Xn+1 = Sj|Xn = SZ') N

para todo n > 0.
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Cadena de Markov y distribucion estacionaria

Un proceso Xy, X1, ... con valores en {s1,...,sk}, el conjunto de
estados, es una Cadena de Markov sii existe una matriz

P e Mgyk([0,1]), fija, que define las probabilidades de transicién
[Plij = Pr(Xne =551 Xn = si),

para todo n > 0.

Lema

Sea pu(™ = (,ugn), . .,,u&?)) la distribucién de X,,, i.e., Pr(X, =s;) = ,ul(").
Entonces tenemos la recurrencia matricial p(**1) = () P,

72/ 144



Cadena de Markov y distribucion estacionaria

Un proceso Xy, X1, ... con valores en {s1,...,sk}, el conjunto de
estados, es una Cadena de Markov sii existe una matriz
P e Mg« ([0,1]), fija, que define las probabilidades de transicién

[P]i,j = PI‘(Xn+1 = Sj|Xn = Si) N
para todo n > 0.

Lema

Sea pu(™ = (,ugn), . .,,ugg)) la distribucién de X,,, i.e., Pr(X, =s;) = ,ul(").
Entonces tenemos la recurrencia matricial u(””) = u(”)P.

Definicion
Un vector 7 = (71,...,mg) con m; >0y ¥ m; = 1 es una distribucién
estacionaria para P sii m = P.

v
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Teorema Ergddico para Cadenas de Markov

Para asegurar que la distribucién converge a una estacionaria u(”) -,
necesitamos algunas condiciones técnicas relacionadas con el digrafo de P.
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Para asegurar que la distribucién converge a una estacionaria u(”) -,
necesitamos algunas condiciones técnicas relacionadas con el digrafo de P.

Definicion
— Una Cadena de Markov es irreducible sii existe un camino con

probabilidad positiva entre cada par de estados.
— Una Cadena de Markov es aperiédica sii el maximo comun divisor de la

longitud de todos los ciclos es 1.
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Teorema Ergddico para Cadenas de Markov

Para asegurar que la distribucién converge a una estacionaria u(”) -,
necesitamos algunas condiciones técnicas relacionadas con el digrafo de P.

Definicion
— Una Cadena de Markov es irreducible sii existe un camino con
probabilidad positiva entre cada par de estados.

— Una Cadena de Markov es aperiédica sii el maximo comun divisor de la
longitud de todos los ciclos es 1.

La condicién de irreductibilidad permite afirmar que no tenemos nodos
“transitorios”, que no visitaremos mas a partir de un cierto momento.
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Cadenas periddicas y aperiddicas

Una cadena aperiddica (izq.) y una periddica (der.):

0.2

— La aperiodicidad se cumple inmediatamente cuando tenemos /oops.
— Una cadena periddica presenta periodicidades en ,u(”).
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Teorema Ergddico para Cadenas de Markov

Teorema

Sea (X, X1,...) una Cadena de Markov irreducible y aperiédica con
matriz de transicion P y distribucién inicial arbitraria M(O).

Existe una dnica distribucién estacionaria w tal que u(”) — a. Mas ain, w
no depende de la eleccién de la distribucion inicial (9.

En este caso 7 es el Gnico vector proprio de A =1 para P, con Y. m; = 1.
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Teorema Ergddico para Cadenas de Markov

Teorema

Sea (X, X1,...) una Cadena de Markov irreducible y aperiédica con
matriz de transicion P y distribucién inicial arbitraria M(O).

Existe una dnica distribucién estacionaria w tal que u(”) — a. Mas ain, w
no depende de la eleccién de la distribucion inicial (9.

En este caso 7 es el Gnico vector proprio de A =1 para P, con Y. m; = 1.

Para contar las transiciones
Proposicién
En las hipétesis del teorema, para cada transicion v = (s;, 5;),

N-1
? 1 — . PD. .
]\lfl—rgo N kz%) 1(Xk7Xk+1)=U =miPij.
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Teorema Ergddico aplicado: 1 bit

Figura: Predictor 1 Bit para if exterior Figura: Predictor 1 Bit para ifs interiores

Sea entonces

p
Basta estudiar m = w(p), donde 1 =T, 2= NT. En este caso

m=(p,1-p).

Y para las transiciones en rojo tenemos la frecuencia ay(p) := 2p(1 - p).
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Teorema Ergddico aplicado: 2 bits

Para dos bits tenemos
I-p 1-p I-p
S ONONTS
p p p

Hay que calcular 7 = w(p), donde 1=S.T,2=T,3=NT, 4=S.NT.
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Teorema Ergddico aplicado: 2 bits

Para dos bits tenemos
1-p 1-p 1-p
zoBOBROB=
P p P
Hay que calcular 7 = w(p), donde 1=S.T,2=T,3=NT, 4=S.NT.

En este caso [célculo en pizarrén]

—_

ﬂ)i—l’ o 1—(%”) %

7ri=C-( 5 _1_(%)4=1—2p(1—p)'
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Teorema Ergddico aplicado: 2 bits

Para dos bits tenemos
1-p 1-p 1-p
zoBOBROB=
P p P
Hay que calcular 7 = w(p), donde 1=S.T,2=T,3=NT, 4=S.NT.

En este caso [célculo en pizarrén]

7ri=C-(ﬂ)i_l, o 1—(%) o’

P 1 (L)' T-20-p)
2
El conjunto de transiciones marcadas en rojo tiene frecuencia:
p(-p
az(p) =m (1 -p) +m2(l—p)+m3p+map = (—)
1-2p(1-p)
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Errores de prediccion en la exponenciacién sesgada

Proposicién (Simplificada)

Sea N = 4F y consideremos n € {0,...,N — 1} uniforme.

La cantidad media de errores de prediccién, cuando k — oo, con el predictor para

i-bits es asintéticamente

kx (a;(3/4) +2-2-a;(2/3)), k=3log, N.

El factor % es la probabilidad de efectuar los ifs internos.

725 9 _ 1095
25 50,52, & = 0,45, 199 50,39,
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Errores de prediccion en la exponenciacién sesgada

Proposicién (Simplificada)

Sea N = 4F y consideremos n € {0,...,N — 1} uniforme.
La cantidad media de errores de prediccion, cuando k — oo, con el predictor para
i-bits es asintéticamente

kx (a;(3/4) +2-2-a;(2/3)), k=3log, N.

El factor % es la probabilidad de efectuar los ifs internos.

Proposicién (Auger,Nicaud,Pivoteau'2016)

Sea N — oo arbitrario y consideremos n € {0, ..., N — 1} uniforme.
La cantidad esperada de errores de prediccion en la exponenciacion sesgada para
los predictores saturados de 1, 2 y 3 bits es:

M; bll’(N) ~ IOgQ(N)X48 , Mo blt(N) ~ logQ(N)X207 M; blt(N) ~ Ing(N)Xéggg

725
22~ 0,52, 55 = 0,45, 1222 ~ 0,39.
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Para aprender mas

® Olle Higgstrém,
Finite Markov Chains and Algorithmic Applications.
London Mathematical Society Student Texts 52.

[ Nicolas Auger, Cyril Nicaud, y Carine Pivoteau,
Good Predictions Are Worth a Few Comparisons.
https://www-igm.univ-mlv.fr/~nicaud/articles/stacs16.pdf

[ Cyril Nicaud, Carine Pivoteau y Stéphane Vialette
Branch Prediction Analysis of Morris-Pratt and Knuth-Morris-Pratt
Algorithms.
https://arxiv.org/abs/2503.13694

[ Conrado Martinez, Markus E. Nebel y Sebastian Wild
Analysis of branch misses in quicksort.
https://dl.acm.org/doi/10.5555/2790216.2790227
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3. Combinatoria Analitica: métodos simbdlicos
e Funciones generatrices
o Clases combinatorias no etiquetadas
o Clases combinatorias etiquetadas
e Funciones generatrices multivariadas
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La Combinatoria Analitica

Analytic Combinatorics aims at predicting precisely the proper-
ties of large structured combinatorial configurations, through an
approach based extensively on analytic methods. Generating func-
tions are the central objects of study of the theory.

— Philippe Flajolet (1948-2011), Robert Sedgewick (1946-)

Philippe Flajolet, © Inria / Foto C. Tourniaire Robert Sedgewick, Wikipedia, CC BY-SA 4.0
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La Combinatoria Analitica

Analytic
Combinatorics

eh

= Origenes se remontan a Euler y la Teoria Analitica de Nimeros,

= La Combinatoria Analitica fue desarrollada en gran medida por
Philippe Flajolet durante los afios 80 y 90,

= La Combinatoria Analitica se encuentra resumida en la Magnum Opus
de P. Flajolet y R. Sedgewick: Analytic Combinatorics,
https://algo.inria.fr/flajolet/Publications/books.html.
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Principio de la Combinatoria Analitica

iPor qué estudiar Combinatoria Analitica?
= Método sistemético para estudiar de algoritmos y estructuras discretas.
= Permite obtener comportamientos tipicos para objetos de gran tamafio.

= Generacion aleatoria sistematica.
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Principio de la Combinatoria Analitica

iPor qué estudiar Combinatoria Analitica?
= Método sistemético para estudiar de algoritmos y estructuras discretas.
= Permite obtener comportamientos tipicos para objetos de gran tamafio.
= Generacién aleatoria sistematica.

If you can specify it, you can analyze it |
— P. Flajolet y R. Sedgewick.
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Principio de la Combinatoria Analitica

iPor qué estudiar Combinatoria Analitica?
= Método sistemético para estudiar de algoritmos y estructuras discretas.
= Permite obtener comportamientos tipicos para objetos de gran tamafio.

= Generacion aleatoria sistematica.

If you can specify it, you can analyze it |
— P. Flajolet y R. Sedgewick.

Método general de la Combinatoria Analitica

Un analisis se divide en dos pasos

1. Paso simbdlico: a partir de una especificacién [rescursiva,iterativa,..] del
problema, se obtiene una ecuacién para la funcién generatriz asociada.

2. Paso analitico: usando un Teorema de Transferencia, las propiedades
analiticas de la funcién generatriz se transforman en asintéticos.
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Funciones generatrices

A generating function is a clothesline on
which we hang up a sequence of num-
bers for display.

Una funcién generatriz es como un
tendedero en el que colgamos una se-
cuencia de niimeros para verla.

— Herbert S. Wilf (1931-2012)

Wikipedia, CC BY-SA 3.0.

{antnzo < A(2) = 3 an2”
n=0

z

Zz =1 an —7(1_2)2, Zan —1_Zlog(1_z).
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Funciones generatrices

Dada una sucesién de niimeros {ay }re,, le asociamos su funcion
generatriz ordinaria A(z), OGF en inglés

{an)o > A2) = Y, an"
n=0

Escribimos también [2"]A(2) = ay,.
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Funciones generatrices

Dada una sucesién de niimeros {ay }re,, le asociamos su funcion
generatriz ordinaria A(z), OGF en inglés

{an)iZo — A(2) = 3 an"

n=0
Escribimos también [2"]A(2) = ay,.
A Por ahora tratamos las series como objetos formales:
» Se puede operar con los términos (como con polinomios),

» Permite determinar los coeficientes,

= Pero no se puede evaluar la serie!
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Funciones generatrices como objeto formal

{an}nsg < A(2) = i anz™ .

n=0

Objeto formal: forma un anillo conmutativo. Si B(z) = Y02 by 2",
A(2) £ B(z) = Y (an £by)2", A(2)-B(z):= ) 2",
n=0 n=0

donde ¢, = X)_ axbn—i es el producto de Cauchy.
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Funciones generatrices como objeto formal

{an}prg < A(2) = Z anz™ .
n=0

Objeto formal: forma un anillo conmutativo. Si B(z) = Y02 by 2",
A(2) £ B(z) = Y (an £by)2", A(2)-B(z):= ) 2",
n=0 n=0

donde ¢, = X)_ axbn—i es el producto de Cauchy.

Ejemplo. funcién generatriz de las sumas parciales

{iak} <—>11 A(2)
k=0 n=0

-z
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Funciones generatrices como objeto formal

{an}nsg < A(2) = i anz™ .

n=0

Objeto formal: forma un anillo conmutativo. Si B(z) = Y02 by 2",
A(2) £ B(z) = Y (an £by)2", A(2)-B(z):= ) 2",
n=0 n=0

donde ¢, = X)_ axbn—i es el producto de Cauchy.

Ejemplo. funcién generatriz de las sumas parciales

1

{i ak} — 754%)
k=0 n=0

{1}?:0 AN 1%3 {n+ 1}20:0 g ﬁ {ZZ=0(k+ 1)};;0:0 g ﬁ
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Funciones generatrices como objeto formal 2

Proposicion

Una funcién generatriz A(z) = Y02y anz" tiene un inverso multiplicativo,
. 1 _ oo n ..
es decir i) - Yomeo bn 2", sii ag # 0.

87 /144



Funciones generatrices como objeto formal 2

Proposicion

Una funcién generatriz A(z) = Y02y anz" tiene un inverso multiplicativo,
. 1 _ oo n ..
es decir i) - Yomeo bn 2", sii ag # 0.

Un ejemplo fundamental es

i :—4:»(1—,2) Zz =1.

n=0 n=0
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Ejemplo: los nimeros de Fibonacci

Los nGimeros de Fibonacci estan definidos por fo =0, fi =1y,

fn+2 = fn+1 + fn

para n > 0.
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Ejemplo: los nimeros de Fibonacci

Los nGimeros de Fibonacci estan definidos por fo =0, fi =1y,

fn+2 = fn+1 + fn

para n > 0.

Sea F(z) =Y fn2". Tenemos

Funcién generatriz de Fibonacci

z
el
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Ejemplo: los nimeros de Fibonacci 2

Vamos a encontrar la férmula para los niimeros de Fibonacci: F(2) = +—— .

8Es decir r1 = ¢ y ra = —¢ donde ¢ = (1 ++/5)/2 satisface ¢* = ¢ + 1.
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Ejemplo: los nimeros de Fibonacci 2

Vamos a encontrar la férmula para los niimeros de Fibonacci: F(2) = +—— .

— Por fracciones simples, existen C1,Cs tales que
z Cl Cg

= + s
1-2-22 r-z ro-z

donde 7 y ry son las raices® de 1 -z — 22 = 0.

8Es decir r1 = ¢ y ra = —¢ donde ¢ = (1 ++/5)/2 satisface ¢* = ¢ + 1.
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Ejemplo: los nimeros de Fibonacci 2

Vamos a encontrar la férmula para los niimeros de Fibonacci: F(2) = +—— .

— Por fracciones simples, existen C1,Cs tales que
z Cl Cg

= + s
1-2-22 r-z ro-z

donde 7 y ry son las raices® de 1 -z — 22 = 0.
— Observamos que

G .Gl =(Cjfr) D "=,
n=0

ri—x; 1-2z/r;

de donde obtenemos f, = C’lrI”‘l + C’grg"‘l para todo n > 0.

8Es decir r1 = ¢ y ra = —¢ donde ¢ = (1 ++/5)/2 satisface ¢* = ¢ + 1.
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Ejemplo: los nimeros de Fibonacci 2

Vamos a encontrar la férmula para los niimeros de Fibonacci: F(2) = +—— .

— Por fracciones simples, existen C1,Cs tales que
z Cl Cg

= + s
1-2-22 r-z ro-z

donde 7 y ry son las raices® de 1 -z — 22 = 0.
— Observamos que

G .Gl =(Cjfr) D "=,
n=0

ri—x; 1-2z/r;

de donde obtenemos f, = C’lrI”‘l + C’grg"‘l para todo n > 0.

— Calculando constantes,

fn _ %¢n+l + CQ(_qs)fnfl ~ %(b'nﬁrl )

8Es decir r1 = ¢~ y ra = —¢ donde ¢ = (1 ++/5)/2 satisface ¢* = ¢ + 1.
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Ejemplo: fracciones simples

Ejemplo. Encontrar los coeficientes de

1-22+222
(1-2)2(1-2z2)

A(z) =

9Expandiendo el sistema de ecuaciones, por ejemplo.
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Ejemplo: fracciones simples

Ejemplo. Encontrar los coeficientes de

1-22+222

AG) = T ey

Por fracciones simples existen coeficientes a, b, ¢ tales que

1-22+222 ~ a N b N c
(1-2)2(1-22) (1-2)2 1-2z 1-2z

9Expandiendo el sistema de ecuaciones, por ejemplo.
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Ejemplo: fracciones simples

Ejemplo. Encontrar los coeficientes de

1-22+222

AG) = T ey

Por fracciones simples existen coeficientes a, b, ¢ tales que

1-22+222 a b c

1-22(1-22) (1-22 1-2 1-22°

Podemos calcular® a = -1,b=0, ¢ = 2.

9Expandiendo el sistema de ecuaciones, por ejemplo.
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Ejemplo: fracciones simples

Ejemplo. Encontrar los coeficientes de

1-22+222

AG) = T ey

Por fracciones simples existen coeficientes a, b, ¢ tales que

1-22+222 a b c

1-22(1-22) (1-22 1-2 1-22°

Podemos calcular® a = —=1,b =0, ¢ = 2. Entonces

1 1

EMAG) = 1" + 2 I

9Expandiendo el sistema de ecuaciones, por ejemplo.
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Ejemplo: fracciones simples

Ejemplo. Encontrar los coeficientes de

1-22+222

AG) = T ey

Por fracciones simples existen coeficientes a, b, ¢ tales que

1-22+222 a b c

1-22(1-22) (1-22 1-2 1-22°

Podemos calcular® a = —=1,b =0, ¢ = 2. Entonces

1 1
nA _ .7 [ "
A =" + 2
y deducimos [2"]A(z) = 2" — (n + 1) usando
1 ad 1 ad
— = 1)2" =Y onn,
(e S A e P Yot

9Expandiendo el sistema de ecuaciones, por ejemplo.
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Funciones generatrices como objeto formal 3

Composicién
Dadas A(z) =Y prgan y B(2) = X0 gbnz™ , si bp =0 podemos definir

AB(2)) = Y an(B(2))" = 3 an2™(by + bpz' +...)".
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Funciones generatrices como objeto formal 3

Composicién

Dadas A(z) =Y prgan y B(2) = X0 gbnz™ , si bp =0 podemos definir

AB(2)) = Y an(B(2))" = 3 an2™(by + bpz' +...)".

Ejemplo:

Y e R L
o\l-z 1-% 1-2z

n=1
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Funciones generatrices como objeto formal 4

Derivacion
Dada A(z) = Y72 an, definimos

A'(2) = > nazz"t.
n=1

La derivacién cumple las reglas clasicas del producto y el cociente.
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Funciones generatrices como objeto formal 4

Derivacion
Dada A(z) = Y72 an, definimos

A'(2) = > nazz"t.
n=1

La derivacién cumple las reglas clasicas del producto y el cociente.

Ejemplo: Si A(z) < {a,},
20,A(2) = zA'(2) < {na,} .
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Funciones generatrices como objeto formal 4

Derivacion
Dada A(z) = Y72 an, definimos

A'(2) = > nazz"t.
n=1

La derivacién cumple las reglas clasicas del producto y el cociente.

Ejemplo: Si A(z) < {a,},
20,A(2) = zA'(2) < {na,} .

Ejemplo. Probar que
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Funciones generatrices como objeto formal 5

Integracion

Dada A(z) = X2 an, definimos

fo A(z)dz =), In_,mil,

on+1

La derivacién cumple las reglas clasicas con respecto a la derivacién.
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Funciones generatrices como objeto formal 5

Integracion
Dada A(z) = X2 an, definimos

ay) Sl a
A(2)dz = m gl
[0 (2)dz Z +1z

n=0 1

La derivacién cumple las reglas clasicas con respecto a la derivacién.

Ejemplos.
— 1 — 1 1
1 n n
E:_ =1 ( )7 E:Hm = lg(—).
nzlnz o8 1-2 =" 1-=2 © 1-2
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Tabla de funciones generatrices

Sucesion a,, OGF F(z) =Y a,z"
1 1
1-z
V4
n
(1—21)2
1
s,ynxl 1log(1_22
Hn,TLZl 1_ZlOg(:)
z
(7?1)7 m € Lo (1 Z)m+1
(¢), aeR (1+2)”
Fibonacci f, 1 i 3
—Z—Z
a ¢?
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Clases combinatorias no etiquetadas

Definicion
Una clase combinatoria es un par (\A,|-|4), formado por un conjunto A
numerable de objetos y una funcién de talla |- |4 tal que

» |a|4 € Zso para cada a € A,

» para cada n € Zs, el conjunto de a € A tales que |a|4 = n es finito.
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Clases combinatorias no etiquetadas

Definicion
Una clase combinatoria es un par (\A,|-|4), formado por un conjunto A
numerable de objetos y una funcién de talla |- |4 tal que

» |a|4 € Zso para cada a € A,

» para cada n € Zs, el conjunto de a € A tales que |a|4 = n es finito.
Para una clase combinatoria podemos definir

A(z) =), 2l

acA
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Clases combinatorias no etiquetadas

Definicion
Una clase combinatoria es un par (\A,|-|4), formado por un conjunto A
numerable de objetos y una funcién de talla |- |4 tal que

» |a|4 € Zso para cada a € A,

» para cada n € Zs, el conjunto de a € A tales que |a|4 = n es finito.

Para una clase combinatoria podemos definir

A(z) =), 2l

acA

Observacion

A(z) = X072y anz™ donde a,, es la cantidad de elementos de tamafio n,

An={aeA:la|=n}.
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Operaciones: clases combinatorias no etiquetadas

Unién A=BuC
Dadas clases combinatorias By C con BnC =@, A=BuC es una clase
combinatoria con funcién de talla:

la|g siaeB,
|ala =

lale siaceC.

Observar que las funciones generatrices satisfacen A(z) = B(z) + C'(z2).
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Operaciones: clases combinatorias no etiquetadas

Unién A=BuC

Dadas clases combinatorias By C con BnC =@, A=BuC es una clase
combinatoria con funcién de talla:

la|g siaeB,
|ala =

lale siaceC.

Observar que las funciones generatrices satisfacen A(z) = B(z) + C'(z2).

Producto A =B xC

Dadas clases combinatorias B y C, el producto cartesiano A = B xC es una
clase combinatoria con funcién de talla:

|(b,¢)]a = [bls +cle -

Observar que las funciones generatrices satisfacen A(z) = B(z) - C(z).
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Ejemplo: Strings bien parentizadas

— La clase de strings bien parentizadas

S=1{50,00,€0),---

se puede caracterizar por

S=c+(S)S.

%V/eremos luego los fundamentos analiticos que permiten obtener esta solucién.
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Ejemplo: Strings bien parentizadas

— La clase de strings bien parentizadas

S=1{50,00,€0),---

se puede caracterizar por
S=e+(S)S.

— Para la talla, contemos la cantidad de paréntesis abiertos “(".

%V/eremos luego los fundamentos analiticos que permiten obtener esta solucién.
97 /144



Ejemplo: Strings bien parentizadas

— La clase de strings bien parentizadas

S=1{50,00,€0),---

se puede caracterizar por
S=e+(S)S.

— Para la talla, contemos la cantidad de paréntesis abiertos “(". Entonces

S(z)=1+2(5(2))*.

%V/eremos luego los fundamentos analiticos que permiten obtener esta solucién.
97 /144



Ejemplo: Strings bien parentizadas

— La clase de strings bien parentizadas

S=1{50,00,€0),---

se puede caracterizar por
S=e+(S)S.

— Para la talla, contemos la cantidad de paréntesis abiertos “(". Entonces
S(z)=1+2(5(2))*.

— Esta ecuacién se puede resolverl®, obteniendo

S(z)zl_— "21_42

%V/eremos luego los fundamentos analiticos que permiten obtener esta solucién.
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Construcciones recursivas: arboles

Convencién |

— Denotamos por € un elemento vacio, con |€] = 0.
— Denotamos por Z un “atomo”, con |Z| = 1.

Los arboles unarios-binarios A estan especificados por

A=Z+ZxA+ZxAxA.

A(2) = z + 2A(2) + 2(A(2))?.
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Construcciones basicas: secuencia

Secuencia A = Seq(B)

Dada una clase combinatoria B, sin elementos de talla 0, By = &, definimos

A={((I1,...,ak) t k>0, aiE'A}

={e}+A+AxA+...,
con la funcién de talla asociada a los productos.
Se cumple:
1
A(z) = ———.
&) =150
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Construcciones basicas: secuencia

Secuencia A = Seq(B)

Dada una clase combinatoria B, sin elementos de talla 0, By = &, definimos

A={((I1,...,ak) t k>0, aiE'A}

={e}+A+AxA+...,
con la funcién de talla asociada a los productos.
Se cumple:
1
A(z) = ———.
&) =150

Ejemplo. Los enteros Zsy como una clase combinatoria: Seq({e})
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Ejemplo: particiones enteras

Definicién: particiones enteras

Una particion de n € Z>1 es una secuencia aj < as < ... < ag de enteros
positivos tales que a; + as + ...+ ag = n.

Esdecir, formas de sumar n si no consideramos orden:

T=7,7=6+1;7=5+2;7=5+1+1;7=...
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Ejemplo: particiones enteras

Definicién: particiones enteras

Una particion de n € Z>1 es una secuencia aj < as < ... < ag de enteros
positivos tales que a; + as + ...+ ag = n.

Esdecir, formas de sumar n si no consideramos orden:

T=7,7=6+1;7=5+2;7=5+1+1;7=...

Equivalente: una particion es elegir cuantos unos, cuantos dos, cuantos
tres, etc. :
P =Seq(1) x Seq(2) xSeq(3) x ...

con la talla |k|p = k para cada k.
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Ejemplo: particiones enteras

Definicién: particiones enteras

Una particion de n € Z>1 es una secuencia aj < as < ... < ag de enteros
positivos tales que a; + as + ...+ ag = n.

Esdecir, formas de sumar n si no consideramos orden:

T=7,7=6+1;7=5+2;7=5+1+1;7=...

Equivalente: una particion es elegir cuantos unos, cuantos dos, cuantos
tres, etc. :
P =Seq(1) x Seq(2) xSeq(3) x ...

con la talla |k|p = k para cada k.

>0 1
P(z)—TIL:[ll_Zn.
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Multiset no etiquetado

La construccién que acabamos de ver es el Multiset

MSet

Dada una clase combinatoria sin etiquetas A, con Ay = @, su multiset es

MSet(A) = [] Seq(a).
acA

Proposicién

La funcién generatriz ordinaria de MSet(.A) es

M) =] (1 _lzn)a" - (ni %A(z”)) .

n=1
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Multiset no etiquetado

La construccién que acabamos de ver es el Multiset

MSet

Dada una clase combinatoria sin etiquetas A, con Ay = @, su multiset es

MSet(A) = [] Seq(a).
acA

Proposicién

La funcién generatriz ordinaria de MSet(.A) es

M) =] (1 _lzn)a" - (ni %A(z”)) .

n=1

Para las particiones enteras

P(2) =exp(i::% = )
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Powerset no etiquetado

Pregunta {

.Y si los sumandos tuvieran que ser distintos?
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Powerset no etiquetado

Pregunta

.Y si los sumandos tuvieran que ser distintos?

PowerSet

Dada una clase combinatoria sin etiquetas A, con Ag = &, su power-set es

PSet(A) = [J(E+a).

aeA

Notacion. £ para el elemento vacio, con |€] = 0.
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Powerset no etiquetado

Pregunta {

.Y si los sumandos tuvieran que ser distintos?

PowerSet |
Dada una clase combinatoria sin etiquetas A, con Ag = &, su power-set es

PSet(A) = [J(E+a).
acA

Notacion. £ para el elemento vacio, con |€] = 0.

Proposicién

La funcién generatriz ordinaria de PSet(.A) es

fj[lu +27) = exp(i(—l)"“%A(z”)) .

v
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Construcciones para objetos no etiquetados

Construccion OGF
& 1
Z z
A+B A(2) + B(2)
AxB A(z) x B(z)
Seq(A) 17j(z)
MSet(A) exp ( Z l z"))
n=1T
&S n+l
pSet () exp( ) A(z">)
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Objetos etiquetados

Clases etiquetadas

En un objeto etiquetado de talla n, cada uno de los n “a4tomos” tiene un
nimero distinto asociado de [n].

Objetos etiquetados caracterizados por:
figura de base con dtomos vacios + etiquetas para los dtomos.
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Objetos etiquetados

Clases etiquetadas

En un objeto etiquetado de talla n, cada uno de los n “a4tomos” tiene un
nimero distinto asociado de [n].

Objetos etiquetados caracterizados por:

figura de base con dtomos vacios + etiquetas para los dtomos.

Esto introduce cambios:
= La regla del producto cambia: hay que particionar las etiquetas.
= Funciones generatrices exponenciales (EGF): A(z) = X770 742"
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Clases combinatorias etiquetadas

Producto etiquetado: objetos etiquetados
Sean 'y 3 dos objetos etiquetados, con |a|=ny |3] = m.

El producto a * (8 es el conjunto de todos los pares con los dtomos etiquetados
correctamente de 1 a n +m.
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Clases combinatorias etiquetadas

Producto etiquetado: objetos etiquetados
Sean 'y 3 dos objetos etiquetados, con |a|=ny |3] = m.

El producto a * (8 es el conjunto de todos los pares con los dtomos etiquetados
correctamente de 1 a n +m.

:{(@@@),(%),(@@@ ),(@%),...}.

En total (3;:2) =10 elementos !

« B

105 / 144



Tabla de construcciones etiquetadas

Construccidon Funciéon Generatriz Exponencial
& 1
Z z
A+B A(z) + B(2)
AxB A(2) x B(2)
Seq(A) 1e)
Sety(A) (A
Set(A) exp (A(z))

A No trataremos las clases etiquetadas, pero se puede consultar las referencias.
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Funciones generatrices multivariadas

Para estudiar un parametro, como la cantidad de ciclos, introducimos
nuevas variables formales (quizas mas de una):

n
A(z,u) = Z an,kz”uk, B(z,u) = Z bn,kz—‘uk.
n,k n,k n.
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Funciones generatrices multivariadas

Para estudiar un parametro, como la cantidad de ciclos, introducimos
nuevas variables formales (quizas mas de una):

n
A(z,u) = zan,kz”uk, B(z,u) = Z bnjkz—'uk.
n,k n,k n.

El valor medio del pardmetro k esta relacionado con las derivadas en u = 1.

Proposicién

[Zn]auA(Z71) _ Zkk'an,k [z"]auB(z,l) _ Zkk'bn,k
[2"]A(z,1) an ' [2"]B(z,1) b
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Clases combinatorias multivariadas

Objetos parametrizados, no sélo por talla.
Supongamos un pardmetro x: A — Zyg :
A ={aeA:lal=n, x(a) =k}.

En el caso no etiquetado definimos

A(z,u) =) Zlalyx(@) = > 2" u"
acA n,k>0

Mas precisamente x((a, 8)) = x(@) + x(B).
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Clases combinatorias multivariadas

Objetos parametrizados, no sélo por talla.

Supongamos un pardmetro x: A — Zyg :

Apr={aeA:|a|=n, x(a) =k}.

En el caso no etiquetado definimos

A(z,u) =) Zlalyx(@) = > 2" u"
acA n,k>0

Nuestras construcciones funcionan verbatim:
. . e 11 . . . .
= Si pardmetros x son aditivos', construcciones de diccionario funcionan,
= Se introduce U, un con funcién generatriz = u,

= El 4tomo marca U el pardmetro de interés.

Mas precisamente x((a, 8)) = x(@) + x(B).
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Ejemplo: composiciones de enteros

Las composiciones son como las particiones enteras, pero consideramos
también los érdenes posibles: una secuencia de enteros

C= Seq({]-: 27 37 e }) = Seq(seqzl(z)) :
Marcando la cantidad de sumandos tenemos
1

_ouz
1 1-z

C =Seq(U xSeq,;(Z)) = C(z,u) =

Proposicién

La cantidad media de sumandos en una composicion de n es ~ n/2.
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Funciones generatrices de probabilidad

Con las funciones de conteo podemos tratar la distribucién uniforme:

Si tomamos un objeto uniforme A de talla n, Pr, (x(A4) = k) = an i/ak.
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Con las funciones de conteo podemos tratar la distribucién uniforme:

Si tomamos un objeto uniforme A de talla n, Pr, (x(A4) = k) = an i/ak.

LY si la distribucién no fuera uniforme?

= Consideramos las funciones generatrices de probabiidad PGF:

P(A)(z,u) = z P;A)(X =k)-2"u”, P(A)(z, 1) = Z 1-2" = )
n,k>0 n=0 1-=z
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Funciones generatrices de probabilidad

Con las funciones de conteo podemos tratar la distribucién uniforme:

Si tomamos un objeto uniforme A de talla n, Pr, (x(A4) = k) = an i/ak.

LY si la distribucién no fuera uniforme?

= Consideramos las funciones generatrices de probabiidad PGF:

P(A)(z,u) = z P;A)(X =k)-2"u”, P(A)(z, 1) = Z 1-2" = )
n,k>0 n=0 1-=z

= No hay diccionarios a priori, depende del caso concreto [funciona, por
ejemplo, si los objetos son secuencias independientes]

110/ 144



Funciones generatrices de probabilidad

Con las funciones de conteo podemos tratar la distribucién uniforme:

Si tomamos un objeto uniforme A de talla n, Pr, (x(A4) = k) = an i/ak.

LY si la distribucién no fuera uniforme?

= Consideramos las funciones generatrices de probabiidad PGF:

P(A)(z,u) = z P;A)(X =k)-2"u”, P(A)(z, 1) = Z 1-2" = )
n,k>0 n=0 1-=z

= No hay diccionarios a priori, depende del caso concreto [funciona, por
ejemplo, si los objetos son secuencias independientes]

= Férmulas para momentos se cumplen:

(w0.) P(eyw)| = i)En[x]z", (W0 P(eyw)| = i)IEn[X2]z",
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Para aprender mas

¥ Philippe Flajolet y Robert Sedgewick
Analytic Combinatorics.
https://algo.inria.fr/flajolet/Publications/books.html

® Herbert S. Wilf
Generatingfunctionology.
https://www2.math.upenn.edu/~wilf/DownldGF.html
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4. Combinatoria Analitica: Teoria Analitica
o Radio de convergencia y coeficientes
e Funciones analiticas

o Asintdticos de funciones racionales

o Asintéticos generales: Teorema de Transferencia
e Aplicaciones
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Introduccion

Generating functions are a bridge between discrete mathematics,
on the one hand, and continuous analysis (particularly complex
variable theory) on the other. [...]

To omit those [analytical] parts of the subject [...] is like listening
to a stereo broadcast of, say, Beethoven's Ninth Symphony, using
only the left audio channel.

— Herbert S. WIilf, prefacio de generatingfunctionology, 1989.
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Introduccion

Cuando la serie f(z) =Y, a,z™ converge, sus propiedades analiticas
(como funcién) estan fuertemente relacionadas con los coeficientes.

Si tenemos
[2"]f(z) ~0(n)R™"
1. Primer principio: el radio de convergencia R de la serie de potencias

determina el crecimiento exponencial.

2. Segundo principio: el factor sub-exponencial #(n) esta relacionado
con el tipo de singularidades de f(z).
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Radio de convergencia

Una serie 3,50 ¢n converge cuando limpy_, oo Z,]y:o cp, existe:
» Convergencia absoluta: cuando Y |¢,| converge,

= Convergencia condicional: cuando converge pero Y |c,| = .
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Radio de convergencia

Una serie 3,50 ¢n converge cuando limpy_, oo Z,]y:o cp, existe:
» Convergencia absoluta: cuando Y |¢,| converge,

= Convergencia condicional: cuando converge pero Y |c,| = .
Sea f(z) = ¥,,50anz" serie de potencias

Radio de convergencia

El radio de convergencia de f(z) es R > 0 (quizés R = oo) tal que la serie
converge absolutamente para |z| < R y diverge para |z| > R.
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Coeficientes y radio de convergencia

El primer principio estd dado por el siguiente teorema:

Teorema (Cauchy-Hadamard)

El radio de convergencia 0 < R < oo de una serie de potencias
f(2) =X ,50anz" esta determinado por

1

" lim sup |an |/
n—oo

En otras palabras, cuando 0 < R < oo, para cualquier € > 0:

= tenemos |an|1/ "< F + € para todo n suficientemente grande,

» tenemos |a,|'/™ > L — ¢ para una infinidad de n.
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Los ndimeros complejos

Un complejo se escribe z = x + iy, x,y € R, donde i es raiz de 22 +1 = 0.

» Escribimos x =Rz, y = Jz, la parte real e imaginaria de z.

= Representacién en polares: z = e’ donde r = |z| es el médulo y
0 = arg(z) € (-m, ] es el argumento o fase de z.

Re
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Los ndimeros complejos

Un complejo se escribe z = x + iy, x,y € R, donde i es raiz de 22 +1 = 0.

» Escribimos x =Rz, y = Jz, la parte real e imaginaria de z.

= Representacién en polares: z = e’ donde r = |z| es el médulo y
0 = arg(z) € (-m, ] es el argumento o fase de z.

Re

Ahora introduciremos nociones bésicas de analisis complejo.
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Diferenciacién en C

Consideramos dominios D: abiertos, conexos por caminos.
Definicion
Sea f:D - C. Decimos que f es derivable en zg € D sii
, z)— f(z
)= o)
220 Z =20

existe, y denotamos el limite f/(2).

Una funcién f derivable en cada punto de D se dice holomorfa en D.
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Diferenciacién en C

Consideramos dominios D: abiertos, conexos por caminos.
Definicion
Sea f:D - C. Decimos que f es derivable en zg € D sii
, z)— f(z
)= o)
220 Z =20

existe, y denotamos el limite f/(2).

Una funcién f derivable en cada punto de D se dice holomorfa en D.

La derivacién compleja es mas fuerte que la real:
» Las reglas del producto, divisién y cadena se cumplen,
= Ademas tenemos las ecuaciones de Cauchy-Riemann

0z = Oyh, Ozh = -0y9,
donde g(x,y) = R(f(z +iy)) y h(z,y) = I(f(x +1iy)).
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Funciones analiticas

Definicién
Una funcién f:D — C se dice analitica en 2y € D sii existe una bola
B, (z9) c D sobre la cual

f(2) =2 en(2-20)",

n>0

con la serie convergente para z € B,(z). Si f es analitica en cada punto
de D se dice analitica en D.
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Funciones analiticas

Definicion
Una funcién f:D — C se dice analitica en 2y € D sii existe una bola
B, (z9) c D sobre la cual

f(2) =2 en(2-20)",

n>0

con la serie convergente para z € B,(z). Si f es analitica en cada punto
de D se dice analitica en D.

Teorema

Una funcién es holomorfa en D si y solamente si es analitica.
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Funciones analiticas: derivacidn es integracion

Teorema (Férmula de Cauchy)

Si f(z) es analitica en z = zp, con f(z) =Y ,s0¢n (2 —20)",

_f0G) 1 g JG)

e n! 2mi Jy (z— )t

para cualquier circulo ~y suficientemente pequefio centrado en z.
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Teorema (Férmula de Cauchy)
Si f(z) es analitica en z = zp, con f(z) =Y ,s0¢n (2 —20)",

_f0G) 1 g JG)

e n! 2mi Jy (z— )t

para cualquier circulo ~y suficientemente pequefio centrado en z.

= Una funcién derivable una vez, lo es infinitas veces.

= Los circulos v se pueden substituir por cualquier otra curva simple,
cuyo interior esté contenido el dominio de analiticidad.

= Férmula para coeficientes permite aproximar con método de Laplace.
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Funciones analiticas: derivacidn es integracion

Teorema (Férmula de Cauchy)
Si f(z) es analitica en z = zp, con f(z) =Y ,s0¢n (2 —20)",

_f0G) 1 g JG)

e n! 2mi Jy (z— )t

para cualquier circulo ~y suficientemente pequefio centrado en z.

= Una funcién derivable una vez, lo es infinitas veces.

= Los circulos v se pueden substituir por cualquier otra curva simple,
cuyo interior esté contenido el dominio de analiticidad.

= Férmula para coeficientes permite aproximar con método de Laplace.

A No es la perspectiva que adoptaremos (por simplicidad), pero es importante
para teoremas mas avanzados (Teorema de Transferencia , Saddle-Point,...).

120/ 144



Singularidades

Una singularidad es un punto en el cual f(z) no es analitica/holomorfa.

Tipo Condicién Ejemplo
Polo (n) (z-a)"f(z) — finito ﬁ
Esencial  No existe limite ell?
Rama Multivaluada Vz,log z
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El logaritmo

Como e27ik

Consideramos

log z =log |z| + arg(z) x 7,

donde arg(z) estd comprendido en (-7, 7].

Parte imaginaria de log(2)

Figura. El logaritmo es analitico en

()

C\(-00,0] y no se puede extender.

3logz) (radianes)

=1 para todo k € Z, hay infinitas definiciones posibles para log z.
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Potencias no enteras

Potencias no enteras
Definimos g(z) = 2® como g(z) := exp(a x log z) para C \ (o0, 0],
» cuando « € Z esto coincide con la definicién clasica,

= para el resto obtenemos una definicién sobre C \ (—o0,0].
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Potencias no enteras

Potencias no enteras
Definimos g(z) = 2® como g(z) := exp(a x log z) para C \ (o0, 0],
» cuando « € Z esto coincide con la definicién clasica,

= para el resto obtenemos una definicién sobre C \ (—o0,0].

Fase de vZ

Ejemplo. z — /z es analitica en
C ~\ (-00,0], pero no se puede ex-
tender mas.
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Extension analitica

Teorema

Consideramos un dominio D [abierto y conexo por caminos].
Si existe (zp)n en D con f(z,) =0y z, = 2o € D, entonces f(z) = 0.
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Extension analitica

Teorema

Consideramos un dominio D [abierto y conexo por caminos].
Si existe (zp)n en D con f(z,) =0y z, = 2o € D, entonces f(z) = 0.

Un corolario importantisimo de este resultado es el siguiente:

Corolario: unicidad de la extensién analitica

Consideremos dominios D c D. Sea f:D — C y supongamos que ff) - C
es analitica y satisface f|p = f.

Entonces f es la Gnica extension analitica de f a D.
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Extension analitica

» La serie f(2) =Yo7 2" define una funcién analitica sobre |z| < 1.

Sabemos que f(z) = 1le vale sobre |z[ < 1: f(z) = ﬁ es su extension
analitica a C~\ {1}.
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Extension analitica

» La serie f(2) =Yo7 2" define una funcién analitica sobre |z| < 1.

Sabemos que f(z) = 1le vale sobre |z[ < 1: f(z) = ﬁ es su extension
analitica a C~\ {1}.

» Existe una Gnica funcién analitica en C \ (-o0,0] que extiende
t — logt, definida en t € R,(. [usar el teorema precedente]
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Extension analitica

» La serie f(2) =Yo7 2" define una funcién analitica sobre |z| < 1.

Sabemos que f(z) = 1le vale sobre |z[ < 1: f(z) = ﬁ es su extension
analitica a C~\ {1}.

» Existe una Gnica funcién analitica en C \ (-o0,0] que extiende
t — logt, definida en t € R,(. [usar el teorema precedente]

Teorema (Singularidades removibles)

Si f(z) es analitica en D~ {29} y es acotada cuando z — z, entonces se
puede extender analiticamente a z.

Ejemplo: sin(z)/z tiene una singularidad removible en z = 0.
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Determinar el radio de convergencia

Esencialmente: las funciones generatrices convergen “hasta que encuentran
una singularidad”.

Proposicién
Sea f(z) = ¥,s0anz™ con radio de convergencia R < oo, entonces

1. no tiene ninguna singularidad en el disco abierto |z| < R.

2. tiene al menos una singularidad en el circulo |z| = R,
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Determinar el radio de convergencia

Esencialmente: las funciones generatrices convergen “hasta que encuentran
una singularidad”.
Proposicién
Sea f(z) = ¥,s0anz™ con radio de convergencia R < oo, entonces
1. no tiene ninguna singularidad en el disco abierto |z| < R.

2. tiene al menos una singularidad en el circulo |z| = R,

Una singularidad zp con |z| = R se dice dominante.

Teorema (Pringsheim)

Supongamos que f(z) =Y a,z" es analitica en z =0 (es decir, R>0) y
an > 0 para todo n.

Si R < oo, entonces z = R es una singularidad.
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Funciones racionales

Una funcién f(z) es racional sii f(z) = 58 con p(z) y q(2) polinomios.

En este caso el procedimiento es directo:

» Podemos suponer sin perdida de generalidad que ged(p(2),q(2)) = 1.
» Entonces las singularidades corresponden a los ceros de ¢(z).

= Aplicamos fracciones simples y el siguiente lema

Lema

1 n+m n™
M= 2"~ —25".
[ ](1—2/20)’”*1 ( ) L
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Funciones racionales

Lema
1 n+m nm
n _ -n 'Y _-n
2 ](1—,2*/,2:0)’”’rl ( m )ZO ml 0
Ejemplo.
1 2 2 1

(1-222(1-2) (1-22)2 1-2z 1-2

= [2"]f(2) ~2nx 2"

f(z) =
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Funciones racionales

Lema
1 n+m nm
n _ -n 'Y _-n
2 ](1—,2*/,2:0)’”’rl ( m )ZO ml 0
Ejemplo.
1 2 2 1

f(z) =

(1-222(1-2) (1-22)2 1-2z 1-2
() ~ 2k 2

iy si no conocemos todas las singularidades?
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Funciones racionales

Lema
[ZHJWZO)’”” = (n ;m)zgn ~ %ﬁ;za”.
Ejemplo.
£(2) = 1 2 2 . 1

(1-22)2(1-2) (1-22)2 1-2z 1-2
= [2"]f(2) ~2n x 2"

iy si no conocemos todas las singularidades?
= estudiamos las singularidades dominantes

‘Singularidades dominantes con orden m maximo determinan asintéticos.

2 n n
f(Z)Nm, (Z—>1/2)Z>[Z ]f(z)~2n><2 .
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Singularidades dominantes 2

Si hay varias singularidades dominantes en |z| = R, se pueden producir
fenémenos de oscilacién.
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Singularidades dominantes 2

Si hay varias singularidades dominantes en |z| = R, se pueden producir
fenémenos de oscilacién.

1 [ee]
3n
=Y 2"« {1,0,0,1,0,0,1,0,0,...},
1-23
n=0
en este caso porque las raices son zp =1, 21 = 23 75 = 4Til3,
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Si hay varias singularidades dominantes en |z| = R, se pueden producir
fenémenos de oscilacién.

1 o0

=3 2%« {1,0,0,1,0,0,1,0,0,...},
1-23 n=0
en este caso porque las raices son zp =1, 21 = 23 75 = 4Til3,
1 1/3 1/3 1/3

= + — + —
1-23 1-z 1-z[e?m/3 1-z[etmi/3
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Singularidades dominantes 2

Si hay varias singularidades dominantes en |z| = R, se pueden producir
fenémenos de oscilacién.

1 [ee]
=3 2%« {1,0,0,1,0,0,1,0,0,...},
1-23 n=0
en este caso porque las raices son zp =1, 21 = 23 75 = 4Til3,
1 1/3 1/3 1/3

= + —— + — .
1-23 1-z 1-z[e?m/3 1-z[etmi/3

= importante considerar todas las singularidades dominantes.
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Ejemplo: el cambio con monedas

Pregunta

Sean a y b enteros positivos coprimos (las monedas). ;De cudntas maneras
se puede representar n como n = xa + yb con enteros z,y >0 7
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Ejemplo: el cambio con monedas

Pregunta

Sean a y b enteros positivos coprimos (las monedas). ;De cudntas maneras
se puede representar n como n = xa + yb con enteros z,y >0 7

Sea a,, la cantidad de representaciones, notamos que
1 1
A(z) =) anz" =

X
Notamos que todas las raices de 1 = 2% y 1 = z° son raices de la unidad.

1—z0 1-2b"
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Ejemplo: el cambio con monedas

Pregunta

Sean a y b enteros positivos coprimos (las monedas). ;De cudntas maneras
se puede representar n como n = xa + yb con enteros z,y >0 7

Sea a,, la cantidad de representaciones, notamos que
1 1
A(z) =) anz" =

X —— .

1-20 1-2b
Notamos que todas las raices de 1 = z% y 1 = z” son raices de la unidad.
Como a y b son coprimos, todas son raices simples salvo z = 1 que es doble:

b
A B Cy Cy
(1—2)2+1—z+ 2

wub=1u%1

A(z) = + .
1—Z/U wu=1,u*l 1 _Z/u
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Ejemplo: el cambio con monedas

Pregunta

Sean a y b enteros positivos coprimos (las monedas). ;De cudntas maneras
se puede representar n como n = xa + yb con enteros z,y >0 7

Sea a,, la cantidad de representaciones, notamos que
1 1
A(z) =) anz" =

X —— .
1-20 1-2b
Notamos que todas las raices de 1 = 2% y 1 = z° son raices de la unidad.
Como a y b son coprimos, todas son raices simples salvo z = 1 que es doble:
A B Cu Cy
—_—— + + .
(1_2)2 1-2 Z 1—Z/U u:u‘l;ﬂmll_z/u

wub=1u%1

A(z) =

Se sigue que a, ~n x A. Para calcular A observamos que
. 2 1
A=1lim(1-2)“A(z) = —.
z—1 ab
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Singularidades generales

Conocemos algunas singularidades de otros tipos:

1 = 2" 1 1 ke
1 => — 1 = > Hpz"
Og(l—z) Z n’ 1-2 Og(l—z) nz::l ne

.. integrando log log (1%) =y L .n+l

n=1 n+1
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Singularidades generales

Conocemos algunas singularidades de otros tipos:

1 = 2" 1 1 ke
1 => — 1 = > Hpz"
Og(l—z) Z n’ 1-2 Og(l—z) nz::l ne

.. integrando log log (1%) =y L .n+l

n=1 n+1

Pero:
» (Ysif(z)=(1-2)"%conaeRNZy 7

» jYsif(z)~ ﬁlog (ﬁ) cuando z — 1 en lugar de tener igualdad?
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Teorema de Transferencia

Consideramos dominios mas generales que C \ [1, c0):

Dominio “Camembert” o “Pacman”

A(0,n) ={z:|2|<1+n, arg(z-1)=>0}.

Supongamos f(z) analitica en A(6,7),
excepto quizas z = 1.
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Teorema de Transferencia

Consideramos dominios mas generales que C \ [1, c0):

Dominio “Camembert” o “Pacman”

A(0,n) ={z:|2|<1+n, arg(z-1)=>0}.

Supongamos f(z) analitica en A(6,7),
excepto quizas z = 1.

Teorema (Flajolet, Odlyzko)

Si f(z)~ ﬁ (log(ﬁ))ﬂ cuando z - 1, a #0,-1,-2,..., entonces

[2"1£(2) ~ ey (log ).
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La funcidén Gamma

Para 2R(z) > 0 se define por
I'(z) = /0 t# e tdt .

= Satisface I'(z + 1) = 2I'(2): extiende factoriales I'(n + 1) = n!, n € Zyo.

= Otros valores importantes I'(3) = /7 y I'(-3) = -2/7

= Se puede extender analiticamente a C\ {-1,-2,...}. Polos simples en
o (D!

enteros negativos I'(z) S, 2> N

. ——
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Teorema de Transferencia Il

El Teorema de Transferencia es muy flexible:

Claramente la singularidad puede ser p # 1: se aplica el resultado a
g9(2) = f(z/p) en ese caso.

Se aplica cambiando (log )5 por cualquier producto finito
(log 1= Z)ﬁl(loglog . Z)BQ(logloglog . Z)63

Se aplica cambiando equivalentes ~ por cotas O vy o.

Se puede generalizar a cantidad finita de singularidades'? en |z| = 1.

2 Atencién a las cancelaciones al sumar equivalentes.
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Ejemplo: Strings bien parentizadas

Recordamos que la funcién generatriz de las strings bien parentizadas es

g(z)zl_— ;‘LLZ
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Ejemplo: Strings bien parentizadas

Recordamos que la funcién generatriz de las strings bien parentizadas es

1-v1-4
S(z) = —YX-—"%
2z
Usando el Teorema de Transferencia:
-1/2-1 1 An
n _ _lrn+ly /7 _ N_ln n+1:_.
[Z ]S(z) = 2[Z ] 1-4z 2F(—1/2)4 T 132
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Recordatorio
La cantidad esperada de comparaciones E,, = E[C,,] satisface E, =2 (n+1)H, — 4n. |
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Recordatorio
La cantidad esperada de comparaciones E,, = E[C,,] satisface E, =2 (n+1)H, — 4n. |

Vamos a probar esto ahora con funciones generatrices. Recordamos que

n-1
En=1% (Ej+E,j+n-1).
3=0
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Recordatorio
La cantidad esperada de comparaciones E,, = E[C,,] satisface E, =2 (n+1)H, — 4n. |

Vamos a probar esto ahora con funciones generatrices. Recordamos que
1 n—1
En: n Z (Ej-‘rEn_j +n—1) .
J=0

Sea FE(z) =Y, E,2", la recurrencia se traduce en

222

SE(2) = 12_—ZZE(z) et
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Recordatorio

La cantidad esperada de comparaciones E,, = E[C,,] satisface E, =2 (n+1)H, — 4n. {

Vamos a probar esto ahora con funciones generatrices. Recordamos que
1 n—-1
En: n Z (Ej-‘rEn_j +n—1) .
J=0

Sea FE(z) =Y, E,2", la recurrencia se traduce en

222

SE(2) = 12_—2215(2«) et

Resolviendo,

B(z) = (1—2,2)2 log(liz) - (1%22)2 ’

y vemos inmediatamente que E,, = 2nlogn + O(n).
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Un paréntesis sobre las EDO

En general, la ecuacién u/(z) = a(z)u(z) + b(z) tiene una Gnica solucién
Teorema

Sia(z) y b(z) son analiticas en z =0, en un entorno de z =0

u(z) :exp(foza(v)dv) . (u(O) + /O-Zexp (— foua(v)dv)-b(u)du) :
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Un paréntesis sobre las EDO

En general, la ecuacién u/(z) = a(z)u(z) + b(z) tiene una Gnica solucién
Teorema

Sia(z) y b(z) son analiticas en z =0, en un entorno de z =0

u(z) :exp(foza(v)dv) . (u(O) + /O-Zexp (— foua(v)dv)-b(u)du) :

Demostracion.

Definimos v(z) := exp (- f; a(v)dv) - u(z) y derivamos. O
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Un paréntesis sobre las EDO

En general, la ecuacién u/(z) = a(z)u(z) + b(z) tiene una Gnica solucién

Teorema
Sia(z) y b(z) son analiticas en z =0, en un entorno de z =0

u(z) :exp(foza(v)dv) . (u(O) + Azexp (— foua(v)dv)-b(u)du) :

Demostracion.

Definimos v(z) := exp (- f; a(v)dv) - u(z) y derivamos. O

Las singularidades de una EDO lineal estan relacionadas con las singularidades de
los coeficientes:

Ejercicio
Sea u'(z) = a(z)u(z). Si a(z) es analitica en C \ [p, 00), tiene un polo simple
a(z) ~ 725 en z = p, probar que u(z) ~ (z—p)~* x h(z) con h analitica en z = p.

v
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Quicksort 11

Ahora vamos a probar que C,, ~ E,, en probabilidad:
probamos que D,, = E[C?] satisface D,, ~ E2.

138/ 144



Quicksort 11

Ahora vamos a probar que C,, ~ E,, en probabilidad:
probamos que D,, = E[C?] satisface D,, ~ E2.
Por el mismo argumento, con C; y CN‘n,j independientes,

n-1
Dn: % X E[(Cj+0n_1_j +’I’L—1)2].
7=0
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Quicksort 11

Ahora vamos a probar que C,, ~ E,, en probabilidad:
probamos que D,, = E[C?] satisface D,, ~ E2.

Por el mismo argumento, con C; y CN‘n,j independientes,

n-1
Dn = TlL X Z E[(CJ + Cn—l—j +n - 1)2] .
§=0
Expandiendo [detalles]
n-1 n-1
Dy=2x%"Dj+2 N EjE, 1 j-(n-1)*+2(n-1)E,.
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Quicksort 11

Ahora vamos a probar que C,, ~ E,, en probabilidad:
probamos que D,, = E[C?] satisface D,, ~ E2.

Por el mismo argumento, con C; y CN’n,j independientes,
n-1 . 5
Dn = % X Z]E[(OJ +Cn—1—j +’I’L—1) ]
§=0

Expandiendo [detalles]

|
:\w

Z %Z Epj—(n-1)*+2(n-1)E,.
Paso simbdlico
La funcién generatriz D(z) = ¥,, D,,2" satisface

B 623 B 222
(1-2)* (1-2)3

2D'(2) - %D(z) +2(B(2))? +222E"() .
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Quicksort Il

Basta seguir los términos'® dominantes:

Técnica: integracién singular
Si A(z) =0(B(2)) v | [y B(2)dz| > o z > 1, [ A(z)dz = o( [ B(z)dz). ‘

3En este caso los términos son de forma W(log i)k con m, k >0 enteros.
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Quicksort Il

Basta seguir los términos'® dominantes:

Técnica: integracién singular
Si A(z) =0(B(2)) v | [y B(2)dz| > o z > 1, [ A(z)dz = o( [ B(z)dz). ‘

- Si K(2) = (1-2)2D(2) entonces

2z
1-z

K'(2)= (1= 27 (D) - 2 D(3) ) = (1= 2) e (log (1))

3En este caso los términos son de forma W(log i)k con m, k >0 enteros.
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Quicksort Il

Basta seguir los términos'® dominantes:

Técnica: integracién singular
Si A(z) =0(B(2)) v | [y B(2)dz| > o z > 1, [ A(z)dz = o( [ B(z)dz). ‘

- Si K(2) = (1-2)2D(2) entonces

= D)) - (1- 2 e (g (1))

K'(:)= (1-2)? (D'
— Por integracién singular

(1-22D() = K(2) ~ [~ iy (log (1)) dz ~ 12 (log (1))

3En este caso los términos son de forma W(log i)k con m, k > 0 enteros.
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Quicksort Il

Basta seguir los términos'® dominantes:

Técnica: integracién singular
Si A(z) =0(B(2)) v | [y B(2)dz| > o z > 1, [ A(z)dz = o( [ B(z)dz). ‘

- Si K(2) = (1-2)2D(2) entonces

K'(2) = (1-2)* (D'(:) - 7 D() ) = (1= 2) e (o (7))

— Por integracién singular
(1-22D() = K(2) ~ [~ iy (log (1)) dz ~ 12 (log (1))

— Se deduce D(z) ~ ﬁ (log (ﬁ))2 y D, ~4n?(logn)?.

3En este caso los términos son de forma W(log i)k con m, k > 0 enteros.
139 /144



Arboles Binarios de Biisqueda

Un arbol binario de bisqueda (ABB) de tamafio n se construye insertando
n nimeros aleatorios de [0,1] a un arbol inicialmente vacio:

= nodos no cambian de posicién, elementos se insertan en hojas nuevas,

= elementos en rama izquierda son menores que la raiz, y en derecha mayores.

(1) Insertar 0.54

(4) Insertar 0.69

(2) Insertar 0.37

(5) Insertar 0.97

(3) Insertar 0.58
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Arboles Binarios de Bisqueda Il

Dados Uy, ..., U, iid de [0,1], construimos un ABB de n nodos,

Ty Tr

El rango de la raiz U; es uniforme entre 1 y n:

1
Pr(|Tr|=k)=—,Vke{0,...,n-1}.
n n
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Arboles Binarios de Bisqueda Il

Dados Uy, ..., U, iid de [0,1], construimos un ABB de n nodos,

Ty Tr

El rango de la raiz U; es uniforme entre 1 y n:
1
Pr(|Tr|=k)=—,Vke{0,...,n-1}.
n n

= se puede usar esto para producir ABB aleatorios (distribucién ABB).
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Arboles Binarios de Bisqueda Il

Dados Uy, ..., U, iid de [0,1], construimos un ABB de n nodos,

Ty Tr

El rango de la raiz U; es uniforme entre 1 y n:
1
Pr(|Tr|=k)=—,Vke{0,...,n-1}.
n n

= se puede usar esto para producir ABB aleatorios (distribucién ABB).

Proposicién
La distribucion ABB de tamafio n no es uniforme.
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Arboles Binarios de Bisqueda Il

Sea w(t) = wy(t) la cantidad de veces que un éarbol “patttern” ~y se
encuentra en el arbol ¢, que pueden no ser disjuntas:

Proposicién (Flajolet, Gourdon, Martinez '97)

Sea p(t) = Pr,,(t) donde n = |t|. La funcién generatriz bivariada
F(z,u):= Zp(t)z'”uw(t) :
t

satisface
8. F(z,u) = F2(z,u) + (u—1)p(y) ]z
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Arboles Binarios de Biisqueda Il

Sea w(t) = wy(t) la cantidad de veces que un éarbol “patttern” ~y se
encuentra en el arbol ¢, que pueden no ser disjuntas:

Proposicién (Flajolet, Gourdon, Martinez '97)

Sea p(t) = Pr,,(t) donde n = |t|. La funcién generatriz bivariada
F(z,u):= Zp(t)z'“u“’(t) :
t

satisface
8. F(z,u) = F2(z,u) + (u—1)p(y) ]z

Sketch de prueba.

Probar que F,,(u) = [2"]F(z,u) satisface una recurrencia. O
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Arboles Binarios de Biisqueda Il

Sea w(t) = wy(t) la cantidad de veces que un éarbol “patttern” ~y se
encuentra en el arbol ¢, que pueden no ser disjuntas:

Proposicién (Flajolet, Gourdon, Martinez '97)

Sea p(t) = Pr,,(t) donde n = |t|. La funcién generatriz bivariada
F(z,u):= Zp(t)z'“uw(t) :
t

satisface
8. F(z,u) = F2(z,u) + (u—1)p(y) ]z

Sketch de prueba.

Probar que F,,(u) = [2"]F(z,u) satisface una recurrencia. O

2p(v)

Se puede probar que el pattern « aparece en media ~ (COICTE)

n Veces.
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Quicksort 1V

Recordamos: Dados Uy, ..., U, iid de [0,1], construimos un ABB de n nodos,

Ty, Tr
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Quicksort 1V

Recordamos: Dados Uy, ..., U, iid de [0,1], construimos un ABB de n nodos,

Ty, Tr

Quicksort corresponde a un ABB. Definimos p,, (k) = Pr,,(costo = k),
Proposicién

La funcién generatriz bivariada ¥ p,, (k)z"u* satisface

F(z,u)=1+ fOZ(F(zu,u))2dz.
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Quicksort 1V

Recordamos: Dados Uy, ..., U, iid de [0,1], construimos un ABB de n nodos,

Ty, Tr

Quicksort corresponde a un ABB. Definimos p,, (k) = Pr,,(costo = k),
Proposicién

La funcién generatriz bivariada ¥ p,, (k)z"u* satisface

F(z,u)=1+ fOZ(F(zu,u))2dz.

Ejercicio

Deducir de la férmula de F'(z,u) los asintéticos de la media y segundo momento.
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Para aprender mas

El Philippe Flajolet, Xavier Gourdon y Conrado Martinez
Patterns in Random Binary Search Trees.
https://www.cs.upc.edu/~conrado/research/papers/rsa-fgm97.pdf

® Philippe Flajolet y Robert Sedgewick

Analytic Combinatorics.
https://algo.inria.fr/flajolet/Publications/books.html

® Herbert S. Wilf
Generatingfunctionology.
https://www2.math.upenn.edu/~wilf/DownldGF.html
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